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ÂâåäåíèåÝòîò êóðñ ñîñòàâëåí íà îñíîâå ëåêöèé, êîòîðûå àâòîð ÷èòàåò íà àñòðîíîìè÷åñêîì îòäåëåíèè ìàòåìàòèêî-ìå-õàíè÷åñêîãî �àêóëüòåòà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîãî óíèâåðñèòåòà.Â ëåêöèÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ îñíîâíûå ðàäèàöèîííûå ìåõàíèçìû, èãðàþùèå âàæíóþ ðîëü â �îðìèðîâàíèèñïåêòðîâ êîñìè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþùèå áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ àñòðî�èçèêè. Ýòî òîðìîçíîéè ðåêîìáèíàöèîííûé ïðîöåññû, ìàãíèòîòîðìîçíîé ìåõàíèçì, êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå, ÷åðåíêîâñêîå è ïåðå-õîäíîå èçëó÷åíèå, à òàêæå äâóõ�îòîííûå ïðîöåññû ñ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûìè ïàðàìè.Ñîâðåìåííàÿ àñòðî�èçèêà èìååò äåëî ñ ïðîöåññàìè, õàðàêòåðèçóþùèìèñÿ îãðîìíûìè ýíåðãèÿìè, ðåëÿòè-âèñòñêèìè è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè ÷àñòèöàìè, îáúåêòàìè, äâèæóùèìèñÿ ñî ñêîðîñòÿìè, áëèçêèìè ê ñêîðîñòèñâåòà. Ïîýòîìó â êóðñå áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêîé �îðìóëèðîâêå óðàâíåíèé, ñîîòíîøåíèé è�îðìóë è íà÷èíàåòñÿ êóðñ ñ èçëîæåíèÿ îñíîâíûõ ïîëîæåíèé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Áîëüøàÿ ÷àñòü ñîäåðæàíèÿ ëåêöèé îñíîâàíà íà êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå. Äëÿ ââåäåíèÿ îáîçíà÷åíèéè íàïîìèíàíèÿ ýòîé òåîðèè êðàòêî âîñïðîèçâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè èçëó÷åíèÿ. Âçíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ýòî èçëîæåíèå áàçèðóåòñÿ íà êóðñå Ë.Ä.Ëàíäàó è Å.Ì.Ëè�øèöà [29℄. �àññìàòèâàþòñÿ èðåëÿòèâèñòñêèå êâàíòîâûå ïðîöåññû, îäíàêî èçëîæåíèå êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè äàæå â îãðàíè÷åííîì îáú-åìå ïîòðåáîâàëî áû ñëèøêîì áîëüøîãî âðåìåíè, ïîýòîìó ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ áåðóòñÿ áåç âûâîäà. Ïðèâîäÿòñÿòîëüêî äèàãðàììû Ôåéíìàíà è çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Çà ïîäðîáíîñòÿìè ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê êíèãàì, ãäå ñèñòå-ìàòè÷åñêè èçëàãàåòñÿ êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, íàïðèìåð [6, 2℄. Íåðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà íåèñïîëüçóåòñÿ ñîâñåì.�àäèàöèîííûì ïðîöåññàì â àñòðî�èçèêå ïîñâÿùåíà êíèãà �ûáèöêîãî è Ëàéòìàíà [87℄. Îòëè÷èå ýòîãî êóðñàîò èõ êíèãè çàêëþ÷àåòñÿ ïðåæäå âñåãî â òîì, ÷òî ìû îáðàùàåì ãîðàçäî áîëüøåå âíèìàíèå íà òî÷íûå óêàçàíèÿòåõ ïðåäïîëîæåíèé, êîòîðûå äåëàþòñÿ ïðè âûâîäå �îðìóë, è ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Çàòðà-ãèâàþòñÿ ïðîöåññû, íå ðàññìîòðåííûå â óêàçàííîé êíèãå. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èòàòåëü, â îáùåì,çíàêîì ñ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêîé è ýëåìåíòàìè òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Â ëåêöèÿõ çàòðóäíèòåëüíîäàòü ñàì âûâîä �îðìóë, çà ïîäðîáíîñòÿìè ìîæíî îáðàòèòüñÿ ê ó÷åáíîìó ïîñîáèþ àâòîðà [37℄.Â êóðñå èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà åäèíèö CGSE, íå ðàöèîíàëèçèðîâàííàÿ, òàê ÷òî â âàêóóìå äèýëåêòðè÷åñêàÿïîñòîÿííàÿ ðàâíà 1.Ññûëêè íà �îðìóëû èç äðóãîé ãëàâû äàþòñÿ ñ ðèìñêîé öè�ðîé íîìåðà ýòîé ãëàâû, ïðåäøåñòâóþùåé íîìåðó�îðìóëû, íàïðèìåð, ññûëêà (I.20) îçíà÷àåò �îðìóëó íîìåð 20 �ëàâû I. �èñóíêè â êàæäîé ãëàâå íóìåðóþòñÿíåçàâèñèìî.
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�ëàâà I. Îñíîâû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè� 1 Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ1. Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè. Â 1905 ãîäó Àëüáåðò Ýéíøòåéí îïóáëèêîâàë ñòàòüþ, â êîòîðîé ñ�îðìóëè-ðîâàë îñíîâíûå ïðèíöèïû òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íàçâàííóþ âïîñëåäñòâèè ñïåöèàëüíîé òåîðèåé â îòëè÷èåîò ñîçäàííîé â 1916 ãîäó òåì æå Ýéíøòåéíîì îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, êîòîðàÿ ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿòåîðèåé ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñîçäàòåëåì òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íåëüçÿ ïðèçíàòü îäíîãî Ýéíøòåéíà. Çàìåòíûéâêëàä â íåå âíåñëè Ëîðåíö, Ìèíêîâñêèé, Ïóàíêàðå è äðóãèå. Ýéíøòåéí, ìîæíî ñêàçàòü, çàâåðøèë ïîñòðîåíèåòåîðèè, ïðèäàâ åé íàèáîëåå ÷åòêóþ è �èçè÷åñêóþ �îðìó.Îñíîâíîé ïðèíöèï òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âñå �èçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ ïðîèñõîäÿò îäè-íàêîâî â òàê íàçûâàåìûõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Èíåðöèàëüíûìè æå ñèñòåìàìè íàçûâàþòñÿ òàêèåñèñòåìû êîîðäèíàò, êîòîðûå äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà ïðÿìîëèíåéíî è ðàâíîìåðíî, òî åñòü ñ ïîñòîÿí-íîé ñêîðîñòüþ, ïîíèìàåìîé â îáû÷íîì ñìûñëå. Ïîñòóëèðóåòñÿ, ÷òî óñêîðåíèå ëþáîé íàáëþäàòåëü âñåãäà ñðàçóçàìåòèò, òàê ÷òî óñêîðåííûå ñèñòåìû èñêëþ÷àþòñÿ.Â ðàìêàõ îñíîâíîãî ïðèíöèïà íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëüíîé ñêîðîñòè ïåðåäà÷è ñèãíà-ëîâ, êîòîðàÿ îêàçûâàåòñÿ ñîâïàäàþùåé ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà â ïóñòîòå.Îäèíàêîâîñòü ïðîòåêàíèÿ ÿâëåíèÿ îçíà÷àåò è òî, ÷òî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ýòî ÿâëåíèå, âî âñåõ ñèñòåìàõîòñ÷åòà äîëæíû èìåòü îäèí è òîò æå âèä, à ïåðåõîä â çàïèñè óðàâíåíèé îò îäíîé ñèñòåìû ê äðóãîé ïðîèçâîäèò-ñÿ ïîñðåäñòâîì çàìåíû êîîðäèíàò, âêëþ÷àÿ è âðåìÿ, êîòîðîå â ðàçíûõ ñèñòåìàõ ìîæåò òå÷ü ïî-ðàçíîìó. Êàêãîâîðÿò, âñå âåëè÷èíû, ñîîòíîøåíèÿ è �îðìóëû äîëæíû áûòü êîâàðèàíòíû ïî îòíîøåíèþ ê òåêèì ïðåîáðàçî-âàíèÿì.Ïåðåõîä îò îäíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãîé ïðîèçâîäèëñÿ è â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, íî òàì ïðåîáðàçîâûâà-ëèñü òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû, à âðåìÿ âî âñåõ ñèñòåìàõ òåêëî îäèíàêîâî (íüþòîíîâñêàÿ ìåõàíèêà,ïðåîáðàçîâàíèÿ �àëèëåÿ). Âïåðâûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåíè ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ñèñòåìóîòñ÷åòà ñòîëêíóëñÿ Ëîðåíö, êîãäà ïûòàëñÿ íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ, êîòîðûå îñòàâëÿþò íåèçìåííûì âèä óðàâíå-íèé Ìàêñâåëëà. Îäíàêî ïî åãî ñîáñòâåííîìó ïðèçíàíèþ, îí íå ïîíÿë ñìûñëà ïðåîáðàçîâàíèÿ âðåìåíè. Ñîâåð-øåííî ÿñíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ òðåáîâàëè èìåííî ðåëÿòèâèñòñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, òàê êàê ýëåêòðîìàãíèòíîåïîëå è ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè îáúåêòàìè.Ïðèíöèï êîâàðèàíòíîñòè ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðåëÿòèâèñòñêèå îáîáùåíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ âåëè÷èí Äëÿòàêîãî îáîáùåíèÿ íóæíî íàïèñàòü âåëè÷èíó â ÿâíî ðåëÿòèâèñòñêîì âèäå, à çàòåì ïðîâåðèòü, ÷òî â íåðåëÿòè-âèñòñêîì ïðåäåëå îíà ïðèíèìàåò ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå. Òàêîé æå ïîäõîä ïðèìåíèì è ê ñîîòíîøåíèÿì, �îðìóëàì,óðàâíåíèÿì è ò.ï è ìû ìíîãî ðàç áóäåì èì ïîëüçîâàòüñÿ.2. Ñîáûòèÿ è èíòåðâàë. Êàæäîå ÿâëåíèå, ïðîèñõîäÿùåå â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè, õàðàêòåðèçóåòñÿ âíåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ÷åòûðüìÿ ÷èñëàìè: òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè, îáúåäè-íÿåìûìè â âåêòîð ~r = (x, y, z), è ìîìåíòîì âðåìåíè t.×åòûðå ÷èñëà x, y, z, t âìåñòå çàäàþò òî÷êó ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, êîòîðóþ ÷àñòî è íàçûâàþò ñîáûòè-åì. Â êàæäîé èç ñèñòåì äîëæíà áûòü ïðîèçâåäåíà ñèíõðîíèçàöèÿ ÷àñîâ îòäåëüíî, òàê ÷òî êàæäîìó ñîáûòèþñîïîñòàâëåí ñâîé ìîìåíò âðåìåíè. Â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îäíîìó ñîáûòèþ ìîãóò ñîïîñòàâëÿòüñÿ ðàçíûå ìîìåíòûâðåìåíè, è ýòî ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëîì, à íå èñêëþ÷åíèåì. Âðåìÿ â ðàçíûõ ñèñòåìàõ è òå÷åò ïî-ðàçíîìó. Îòñóòñòâèåâñåîáùåãî åäèíîãî âðåìåíè, êàê óæå ãîâîðèëîñü, � õàðàêòåðíàÿ ÷åðòà òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Íàðÿäó ñ òî÷êàìè ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ è âåêòîðû. Âåêòîðîì, êàê îáû÷íî â ãåî-ìåòðèè, íàçûâàþò óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó òî÷åê. Ïðîñòðàíñòâî òàêèõ âåêòîðîâ òàêæå íàçûâàåì ïðîñòðàíñòâîìÌèíêîâñêîãî. Ìû áóäåì íàçûâàòü ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð r = {c t, ~r} âåêòîðîì ïîëîæåíèÿ. Âåêòîðà ïðîñòðàí-ñòâà Ìèíêîâñêîãî ìîæíî óìíîæàòü íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà è ñêëàäûâàòü.Ìåæäó äâóìÿ ñîáûòèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ �ðàññòîÿíèå�, òî÷íåå, êâàäðàò èíòåðâàëà
s212 = c2(t1 − t2)

2 − (~r1 − ~r2)
2. (1)Åñëè èíòåðâàë ðàâåí íóëþ, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ñîáûòèÿ ñîâïàäàþò. �àâåíñòâî íóëþ èíòåðâàëà ìåæäó íèìèîçíà÷àåò, ÷òî òàêèå ñîáûòèÿ ìîãóò áûòü ñîåäèíåíû ñâåòîâûì ñèãíàëîì. Òàê êàê ñêîðîñòü ñâåòà ñîãëàñíî ïðèí-öèïó îòíîñèòåëüíîñòè îäèíàêîâà âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, òî ðàâíûé íóëþ â îäíîé ñèñòåìå èíòåðâàë ðàâåííóëþ âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ. Ìîæíî äîêàçàòü (ñì., íàïðèìåð, [29, 3℄), ÷òî âåëè÷èíà è íå ðàâíîãî íóëþèíòåðâàëà ïîñòîÿííà âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.Ïî çíàêó êâàäðàòà èíòåðâàëû êëàññè�èöèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè s212 > 0, èíòåðâàë íàçûâàåòñÿâðåìåíèïîäîáíûì. Åñëè, íàïðîòèâ, s212 < 0, èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí. Êîãäà s212 = 0, èíòåðâàë íóëåâîé,â ýòîì ñëó÷àå ñîáûòèÿ, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ìîæíî ñîåäèíèòü ñâåòîâûì ñèãíàëîì.2



Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî îäíî ñîáûòèå ïîìåñòèòü â íà÷àëî êîîðäèíàò, à ó êîîðäèíàò âòîðîãî îïóñòèòü èíäåêñû.Òîãäà èíòåðâàë çàïèøåòñÿ ïðîùå
s2 = c2 t2 − r2. (2)×àñòî äîñòàòî÷íî (èëè ïðåäïî÷òèòåëüíî) ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íî ìàëûé èíòåðâàë

ds2 = (ds)2 = c2dt2 − d~r 2. (3)3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò è âðåìåíè, ñâÿçûâàþùåå ñîáûòèÿ â ðàçëè÷íûõ èíåð-öèàëüíûõ ñèñòåìàõ è íå èçìåíÿþùåå âåëè÷èíû êâàäðàòà èíòåðâàëà, ñîâïàäàåò ïî âèäó ñ ïðåîáðàçîâàíèåì,íàéäåííûì Ëîðåíöåì, è íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà.Ñàìîå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà âêëþ÷àåò ïîâîðîòû îñåé êîîðäèíàò, îòðàæåíèÿ îñåé è èçìåíåíèå íà-ïðàâëåíèÿ îòñ÷åòà âðåìåíè, à òàêæå èçìåíåíèå ïðîñòðàíñòâåííûõ è âðåìåííûõ ìàñøòàáîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáûâûÿñíèòü ïðèíöèïèàëüíûå îñîáåííîñòè òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ òåìè ïðåîáðàçîâà-íèÿìè, êîòîðûå ñâÿçàíû òîëüêî ñ ïåðåõîäîì èç îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû â äðóãóþ. Ïîýòîìó ìû áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî äâå ñèñòåìû, êîòîðûå ñâÿçûâàåò ïðåîáðàçîâàíèå, ñîâåðøåííî èäåíòè÷íû, à ñîîòâåòñòâóþùèå èõêîîðäèíàòíûå îñè ïàðàëëåëüíû. Âñå ðàçëè÷èå ìåæäó íèìè ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî îäíà ñèñòåìà, â êîòîðîé íàõî-äèòñÿ íàáëþäàòåëü, íåïîäâèæíà ïî îòíîøåíèþ ê íåìó, à äðóãàÿ äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ, íàïðàâëåíèå è âåëè÷èíàêîòîðîé çàäàåòñÿ âåêòîðîì ~V . Óäîáíî ïðèíÿòü, ÷òî íà÷àëüíûå ìîìåíòû â îáåèõ ñèñòåìàõ ñîâïàäàþò è â ýòîòîáùèé ìîìåíò ñîâïàäàþò ïîëîæåíèÿ íà÷àë êîîðäèíàò ñèñòåì. Êîîðäèíàòû è âðåìÿ â ïåðâîé ñèñòåìå áóäåì îáî-çíà÷àòü ïðîñòî ~r, t, à ñîîòâåòñòâóþùèå âåëè÷èíû âî âòîðîé ñíàáæàòü øòðèõîì. Äëÿ êðàòêîñòè îáû÷íî ñèñòåìóíàáëþäàòåëÿ íàçûâàþò íåøòðèõîâàííîé, à äâèæóùóþñÿ ïî îòíîøåíèþ ê íåìó � øòðèõîâàííîé.Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, âûðàæàþùåå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû è âðåìÿ íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ âøòðèõîâàííîé ñèñòåìå ÷åðåç êîîðäèíàòû òîãî æå ñîáûòèÿ â íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
t′ = Γ (t− ~V · ~r/c2),

~r ′ = ~r − Γ ~V t+ (Γ − 1) (~r · ~V ) ~V /V 2. (4)Çäåñü Γ � òàê íàçûâàåìûé ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü, êîòîðûé âñåãäà áîëüøå åäèíèöû:
Γ ≡ 1

√

1 − V 2/c2
. (5)Äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå êîîðäèíàòû ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà èìåëè îäíó ðàçìåðíîñòü, îáû÷íî â êà÷åñòâå íó-ëåâîé êîìïîíåíòû èñïîëüçóåòñÿ íå ñàìî âðåìÿ t, à ïðîèçâåäåíèå c t. �àâåíñòâî, âûðàæàþùåå ïðåîáðàçîâàíèåêîîðäèíàò, ÷àñòî çàïèñûâàåòñÿ òàêæå ïî-äðóãîìó, òàê ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ïðèíèìàåò âèä

c t′ = Γ(c t− ~V · ~r/c),
~r ′ = Γ(~r − ct~V /c2) + (Γ − 1)~V × (~V × ~r)/V 2. (6)Âòîðîå ñëàãàåìîå âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïåðïåíäèêóëÿðíî âåêòîðó ~V .Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Åñëè çàïèñàòü åãî â ìàòðè÷íîì âèäå, òî îïðåäåëèòåëüìàòðèöû îêàæåòñÿ ðàâíûì åäèíèöå. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé âåêòîðà ~V íà −~V , òàê êàêíåøòðèõîâàííàÿ ñèñòåìà äâèæåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê øòðèõîâàííîé ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ñêîðîñòüþ. Ïðåîáðàçî-âàíèÿ Ëîðåíöà, êàê ïðàâèëî, íåêîììóòàòèâíû, òî åñòü ðåçóëüòàò ïåðåõîäà èç îäíîé ñèñòåìû â äðóãóþ çàâèñèòîò ïîðÿäêà ïåðåõîäà ÷åðåç äâå ïðîìåæóòî÷íûõ.Åñëè âåêòîð ñêîðîñòè ïàðàëëåëåí îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé, òî �îðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ïðåîáðàçîâàíèå,ñèëüíî óïðîùàþòñÿ. Ïóñòü ~V = V (0, 0, 1). Òîãäà

t′ = Γ(t− xV/c2), x′ = x, , y′ = y, z′ = Γ(z − V t). (7)Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà.� 2. Ïðîñòåéøèå ý��åêòû1. �àçëè÷èå ìåæäó èíòåðâàëàìè. Çäåñü ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàçëè÷èå ìåæäó âðåìåíè- è ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíûìè èíòåðâàëàìè.à. Âðåìåíèïîäîáíûé èíòåðâàë. Åñëè â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðè �èêñèðîâàííûõ t è ~r âûïîëíÿåòñÿ
s2 = c2 t2 − ~r 2 > 0, òî â ñèñòåìå, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîé ñî ñêîðîñòüþ

~V = ~r/t, V = r/t < c, Γ = c t/s, (8)3



äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âðåìåíè è êîîðäèíàò áóäåò ñîãëàñíî (4)�(5)
t′ = (c t/s)(t− ~r 2/c2t) = s/c, ~r ′ = ~r − c t~r/t c = 0. (9)Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé, øòðèõîâàííîé ñèñòåìå s = c t′, òî åñòü èíòåðâàë ñâåëñÿ öåëèêîì ê ïðîìåæóòêóâðåìåíè. Òàêîå ïîëîæåíèå âîçìîæíî, êîãäà âåêòîð ~r ñâÿçàí ñ îäíèì òåëîì, òîãäà øòðèõîâàííàÿ ñèñòåìà �ýòî òàêàÿ ñèñòåìà, â êîòîðîé ïîëîæåíèå òåëà â ìîìåíòû 0 è t′ ñîâïàäàþò. Â ÷àñòíîñòè, òàê áóäåò, åñëè òåëî âøòðèõîâàííîé ñèñòåìå âîîáùå íå äâèæåòñÿ.á. Ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûé èíòåðâàë. Ïóñòü s2 < 0. Òåïåðü âûáåðåì øòðèõîâàííóþ ñèñòåìó, äâèæóùóþñÿîòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñî ñêîðîñòüþ

~V = c2 t ~r/r2, V = c2 t/r < c, Γ = r/
√

−s2. (10)Òîãäà ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà
t′ = Γ (t− t) = 0, ~r ′ = Γ (~r − c2 t~r t/r2) = ~r

√

−s2/r. (11)Â ýòîì ñëó÷àå äâà ñîáûòèÿ ïðîèçîøëè â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå îäíîâðåìåííî, à èíòåðâàë s2 = −(~r ′)2.2. Ëîðåíöåâî çàìåäëåíèå âðåìåíè. Ïóñòü äâà ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå â îäíîé òî÷êå, òîåñòü ~r ′
1 = ~r ′

2. Ýòî çíà÷èò, ÷òî èíòåðâàë ìåæäó íèìè âðåìåíèïîäîáåí. Âûðàçèì ìîìåíòû èõ îñóùåñòâëåíèÿ âíåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå ÷åðåç øòðèõîâàííûå êîîðäèíàòû:
t1 = Γ(t′1 + ~V · ~r ′

1/c
2), t2 = Γ(t′2 + ~V · ~r ′

2/c
2). (12)Ïîñêîëüêó èõ øòðèõîâàííûå ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû ñîâïàäàþò, òî

t2 − t1 = Γ(t′1 − t′2). (13)Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ðàçíîñòü â ñêîáêàõ âñåãäà ìåíüøå, ÷åì ñëåâà. Òàêèì îáðàçîì, ïðîìåæóòîêâðåìåíè ìåæäó ñîáûòèÿìè â ñèñòåìå, â êîòîðîé îíè ïðîèñõîäÿò â îäíîé òî÷êå, ñàìîå ìàëîå ïî ñðàâíåíèþ ñîâñåìè äðóãèìè ñèñòåìàìè. Åñëè ñ äâóìÿ ñîáûòèÿìè ñâÿçàòü îäíî è òî æå òåëî (èëè òî÷êó), òî ìîæíî ñêàçàòü, ÷òîâ òîé ñèñòåìå, ãäå òåëî ïîêîèòñÿ, âðåìÿ äëÿ íåãî òå÷åò ìåäëåííåå âñåãî. Òàêàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîéïî îòíîøåíèþ ê ðàññìàòðèâàåìîìó òåëó, à âðåìÿ â ýòîé ñèñòåìå � åãî ñîáñòâåííûì âðåìåíåì.Çàìåòèì, ÷òî âñå èíåðöèàëüíûå ñèñòåìû ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû òîëüêî äî òåõ ïîð, ïîêà ìû íå âûäåëèëèñðåäè íèõ êëàññ ñèñòåì, ñâÿçàííûõ ñ êàêèì ëèáî òåëîì � åãî ñîáñòâåííûå ñèñòåìû.�àññìàòðèâàåìûé ý��åêò íàçûâàåòñÿ ëîðåíöåâûì çàìåäëåíèåì âðåìåíè. Åãî ìîæíî âûâåñòè è èíà÷å. Çàïè-ñàâ êâàäðàò áåñêîíå÷íî ìàëîãî èíòåðâàëà äëÿ íåêîòîðîãî òåëà â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå, òî åñòü
c2dt2 − (d~r)2 = c2 dt2(1 − v2/c2) = c2dτ2, (14)ìû ïîëó÷àåì ñâÿçü äè��åðåíöèàëà ñîáñòâåííîãî âðåìåíè òåëà (â ñèñòåìå, ãäå îíî ïîêîèòñÿ,) ñî âðåìåíåì äëÿíåãî â ëþáîé äðóãîé ñèñòåìå, ãäå åãî ñêîðîñòü ðàâíà ïî ìîäóëþ v, à èìåííî:

dτ =
dt

γ
= dt

√

1 − v2

c2
< dt. (15)Çàìåòèì, ÷òî ìû îáîçíà÷àåì ñêîðîñòü ñèñòåìû ~V çàãëàâíîé áóêâîé, à ñêîðîñòü òåëà � ïðîïèñíîé ~v, òî æåîòíîñèòñÿ è ê ëîðåíöåâñêîìó ìíîæèòåëþ (Γ è γ).3. Ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå. Ïóñòü òåïåðü äâà ñîáûòèÿ ïðîèñõîäÿò â îäèí è òîò æå ìîìåíò â øòðèõîâàííîéñèñòåìå. Òîãäà äëÿ èõ êîîðäèíàò â íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå èìååì

~r1 = Γ(~r ′
1 + ~V t′1) + (Γ − 1)

(

~V

V
× ~r ′

1

)

×
~V

V
, ~r2 = Γ(~r ′

2 + ~V t′2) + (Γ − 1)

(

~V

V
× ~r ′

2

)

×
~V

V
. (16)Ïîñêîëüêó t′1 = t′2, òî ðàçíîñòü èõ êîîðäèíàò ìîæíî çàïèñàòü âèäå

~r2 − ~r1 =

(

~V

V
× (~r ′

2 − ~r ′
1)

)

×
~V

V
+ Γ

(

~V

V
· (~r ′

2 − ~r ′
1)

)

~V

V
. (17)Òàê êàê ðàçíîñòü âåêòîðîâ â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåé ñóììû

~r ′
2 − ~r ′

1 =

(

~V

V
× (~r ′

2 − ~r ′
1)

)

×
~V

V
+

(

~V

V
· (~r ′

2 − ~r ′
1)

)

~V

V
, (18)4



òî âèäíî, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå ýòèõ ðàçíîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûå âåêòîðó ñêîðîñòè, ðàâíû, â òî âðåìÿ êàê ïðî-åêöèè èõ íà ñêîðîñòü îòëè÷àþòñÿ íà ìíîæèòåëü Γ.Ïîëó÷åííûì ñîîòíîøåíèÿì äàåòñÿ ñëåäóþùàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü íàøèìè ñîáûòèÿìè äâà êîíöàîäíîãî ñòåðæíÿ. Îí ïîêîèòñÿ â íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå. Òàì åãî äëèíó ìîæíî èçìåðÿòü â ëþáîé ìîìåíò. Âøòðèõîâàííîé æå ñèñòåìå ìåðèòü äëèíó ñòåðæíÿ ìîæíî òîëüêî â îäèí è òîò æå ìîìåíò âðåìåíè. Òîãäà èç íàïè-ñàííûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ñòåðæíÿ ñàìàÿ áîëüøàÿ â òîé ñèñòåìå, ãäå îí ïîêîèòñÿ. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò,â êîòîðîé ñòåðæåíü äâèæåòñÿ, ðàçìåð åãî ïðîåêöèè íà ñêîðîñòü ìåíüøå â Γ ðàç. Ýòî è åñòü ëîðåíöåâî ñîêðà-ùåíèå. Îíî íàèáîëüøåå, åñëè ñêîðîñòü ñòåðæíÿ íàïðàâëåíà âäîëü åãî äëèíû. Ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñòåðæíÿíàçûâàåòñÿ åãî ñîáñòâåííîé äëèíîé.Òàê êàê ñîêðàùåíèå ïðîèñõîäèò òîëüêî â îäíîì èçìåðåíèè, òî îáúåì òåëà ñîêðàùàåòñÿ òîæå â Γ ðàç. Íàè-áîëüøèé îáúåì òåëà, êîòîðûé îíî èìååò â òîé ñèñòåìå, ãäå ïîêîèòñÿ, íàçûâàåòñÿ åãî ñîáñòâåííûì îáúåìîì.Ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâåííîãî îáúåìà òàêæå ñàìûé áîëüøîé â ñèñòåìå, ãäå îí ïîêîèòñÿ. Ñîáñòâåííûé ýëåìåíòîáúåìà d3r0 ñâÿçàí ñ ýëåìåíòîì â ñèñòåìå, ãäå îí äâèæåòñÿ, ðàâåíñòâîì
d3r0 = Γd3r. (19)4. Ñëîæåíèå ñêîðîñòåé. Ïóñòü ~v = d~r/dt è ~v ′ = d~r ′/dt′ � ñêîðîñòè äâèæåíèÿ îäíîãî òåëà â äâóõ ñèñòåìàõîòñ÷åòà, ~V � ïî-ïðåæíåìó ñêîðîñòü øòðèõîâàííîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî íåøòðèõîâàííîé. Ïîñìîòðèì, êàêñâÿçàíû ýòè ñêîðîñòè.Çàïèñàâ ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà îò øòðèõîâàííîé ñèñòåìû ê íåøòðèõîâàííîé â äè��åðåíöèàëüíîé �îðìå:

d~r = Γ(d~r ′ + ~V dt′) + (Γ − 1)
~V

V
×
(

~V

V
× d~r ′

)

, dt = Γ

(

dt′ +
~V

c2
d~r ′
)

, (20)ïîäåëèì ïåðâîå ðàâåíñòâî íà âòîðîå, à ïîëó÷èâøèåñÿ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü � íà Γ dt′. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ
~v =

~v ′ + ~V + (1 − 1/Γ)~V × (~V × ~v ′)/V 2

1 + ~V · ~v ′/c2
. (21)Ýòî ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåò çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå. �åëÿòèâèñòñêàÿ ïîïðàâêàê ïðîñòîé ñóììå ñêîðîñòåé, ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, â ÷èñëèòåëå äðîáè â (21) èìååò ïîðÿäîê

V 2/c2, à çíàìåíàòåëü äàåò åùå ïîïðàâêó ïîðÿäêà ~V ~v ′/c2.Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ñëîæåíèè ëþáûõ ñêîðîñòåé, íå ïðåâîñõîäÿùèõ ñêîðîñòè ñâåòà, ðåçóëüòèðóþùàÿñêîðîñòü òîæå íå ïðåâçîéäåò ñêîðîñòè ñâåòà. Íàïðîòèâ, ñëîæåíèå ëþáîé ñêîðîñòè ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà äàåòñêîðîñòü ñâåòà.Çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé ñèëüíî óïðîùàåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ íàãëÿäíûì, åñëè ñêîðîñòè äâèæåíèÿ òåëà èñèñòåìû êîëëèíåàðíû. Òîãäà ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ÷èñëèòåëå (21) èñ÷åçàåò, âñå òðè ñêîðîñòè íàïðàâëåíû âäîëüîäíîé ïðÿìîé è ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â ñêàëÿðíîì âèäå:
v =

v′ + V

1 + v′ V/c2
, (22)ãäå âåëè÷èíû v, v′ è V ìîãóò, âîîáùå ãîâîðÿ, áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûìè, òàê è îòðèöàòåëüíûìè.Äëÿ ïîëíîòû ïðèâåäåì �îðìóëó ñëîæåíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñêîðîñòåé. Åñëè ~v ′ ⊥ ~V , òî

~v = ~V + ~v ′/Γ. (23)Çäåñü ïîïðàâêà ê ïðîñòîé ñóììå èìååò ïîðÿäîê V 2/c2.� 3. Ñêàëÿðû è âåêòîðû1. Ñêàëÿðû. Ñêàëÿðàìè íàçûâàþòñÿ èíâàðèàíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà, òî åñòü âåëè÷èíû, îäèíàêîâûå âîâñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò.Ñêàëÿðû � ýòî íå ïðîñòî ïîñòîÿííûå. Ñêîðîñòü ñâåòà ÿâëÿåòñÿ ìèðîâîé êîíñòàíòîé, òàê æå êàê çàðÿä èìàññà ýëåêòðîíà, ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà è äðóãèå. Ñêàëÿðû � ýòî âåëè÷èíû, êîòîðûå â ðàçíûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòàèìåþò îäèíàêîâûé âèä (ïîäîáíûå âûðàæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ) è, êðîìå òîãî, îäèíàêîâîå çíà÷åíèå. Ïðèìåðàìèÿâëÿþòñÿ êâàäðàò èíòåðâàëà s2 è ýëåìåíò ÷åòûðåõìåðíîãî îáúåìà d4r = cdt d3r (è ñëåäîâàòåëüíî, ñàì ÷åòûðåõ-ìåðíûé îáúåì). Èõ èíâàðèàíòíîñòü ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà íåïîñðåäñòâåííî èñõîäÿ èç �îðìóë (4). Òðåõìåðíîåðàññòîÿíèå è òðåõìåðíûé îáúåì ñêàëÿðàìè íå ÿâëÿþòñÿ.Êàê óæå ãîâîðèëîñü, åñëè â ïðîñòðàíñòâå èìååòñÿ íåêîòîðîå òåëî èëè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà (íóëåâîãî îáúåìà),òî èç âñåõ ñèñòåì îòñ÷åòà âûäåëÿåòñÿ îäíà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîâîðîòà âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò), êîòîðàÿ æåñòêî5



ñâÿçàíà ñ ýòèì òåëîì � ñîáñòâåííàÿ åãî ñèñòåìà. Âñå âåëè÷èíû â ýòîé ñèñòåìå îòñ÷åòà íàçûâàþòñÿ òàêæåñîáñòâåííûìè ïî îòíîøåíèþ ê ýòîìó òåëó. Â ÷àñòíîñòè, åãî ñîáñòâåííûé òðåõìåðíûé îáúåì è ñîáñòâåííîåâðåìÿ (â îòëè÷èå îò èõ çíà÷åíèé â äðóãèõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ) ÿâëÿþòñÿ îäíîçíà÷íûìè âåëè÷èíàìè, ÷òîñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè èõ ýëåìåíòîâ dτ = dt/Γ è d3r0 = Γd3r (èõ ïðîèçâåäåíèå � óæå óïîìèíàâøèéñÿñêàëÿð d4r/c).2. Âåêòîðû. Âåêòîðàìè â òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè íàçûâàþòñÿ ýëåìåíòû ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êî-òîðîå ìû äëÿ ïðîñòîòû áóäåì íàçûâàòü òàêæå ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî. Âåêòîðû, êàê è òî÷êè, çàäàþòñÿ÷åòûðüìÿ ÷èñëàìè-êîîðäèíàòàìè: íóëåâîé (èëè âðåìåíí�îé) è òðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííûìè. Âåêòîðû ðàññìàòðè-âàþòñÿ êàê ñâîáîäíûå, òî åñòü íå ïðèêðåïëÿþòñÿ ê îïðåäåëåííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.Îáû÷íî ñîñòàâëÿþùèå ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ ïåðå÷èñëÿþò, íóìåðóÿ èõ öè�ðàìè 0, 1, 2, 3 èëè ãðå÷åñêèìèáóêâàìè, ïðè÷åì èíäåêñ 0 îòíîñèòñÿ ê âðåìåíí�îé êîîðäèíàòå, à òðè äðóãèõ � ê ïðîñòðàíñòâåííûì, îáúåäèíÿå-ìûì ëàòèíñêèìè áóêâàìè, òî åñòü
a = {aµ} = {a0, aj} = {a0,~a}, µ = 0, 1, 2, 3, j = 1, 2, 3,~a = (a1, a2, a3) = (ax, ay, az). (24)×òîáû ÷åòûðå ÷èñëà ñîñòàâëÿëè âåêòîð, îíè äîëæíû ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû ê äðóãîé(îò íåøòðèõîâàííîé ê øòðèõîâàííîé èëè îáðàòíî) ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà, òîåñòü òàê æå, êàê êîîðäèíàòû ñîáûòèé:

a′0 = Γ(a0 − ~a · ~V /c), ~a ′ = ~a− a0 Γ ~V /c+ (Γ − 1)(~V · ~a)~V /V 2. (25)Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå òàêæå ìîæíî çàïèñàòü ñ âûäåëåííîé ÷àñòüþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñêîðîñòè:
a′0 = Γ(a0 − ~a · ~V /c), ~a ′ = Γ(~a− a0

~V /c) + (Γ − 1)~V × (~V × ~a)/V 2. (26)Ïðè ïåðåõîäå â äðóãóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà èçìåíÿþòñÿ ñîñòàâëÿþùèå ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà, ñàì âåêòîð íåèçìåíÿåòñÿ. Îäíàêî äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ðåçóëüòàòà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìû áóäåì îòìå÷àòü ñîîòâåò-ñòâóþùèìè èíäåêñàìè îáîçíà÷åíèÿ íå òîëüêî ñîñòàâëÿþùèõ, íî è ñàìîãî ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðà.Íàðÿäó ñ êîíòðàâàðèàíòíûìè ñîñòàâëÿþùèìè èñïîëüçóþòñÿ êîâàðèàíòíûå, ó êîòîðûõ èíäåêñû çàïèñûâà-þòñÿ ñíèçó: aµ, µ = 0, 1, 2, 3. Ñìûñë ââåäåíèÿ äâóõ âèäîâ êîîðäèíàò ñòàíåò ÿñåí èç ñëåäóþùåãî ðàññóæäåíèÿ.3. Êîîðäèíàòû â íåîðòîãîíàëüíûõ ñèñòåìàõ. Êîîðäèíàòû äâóõ âèäîâ ïîÿâëÿþòñÿ óæå â îáû÷íîì, åâêëè-äîâîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè èñïîëüçóåòñÿ íå äåêàðòîâà ñèñòåìà îðòîíîðìàëüíûõ îðòîâ, à íåîðòîãîíàëüíûå îðòû.Ïðîäåìîíñòðèðóåì ðàçëè÷èå êîîðäèíàò íà ïðèìåðå äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà (ïëîñêîñòè).à á
~e2 ~e2

(~e2 · ~a)~e2
a2~e2 ~a ~a

α α

a1~e1 ~e1 (~e1 · ~a)~e1 ~e1�èñ. 1. Êîíòðàâàðèàíòíûå è êîâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû âåêòîðà:à � ðàçëîæåíèå íà ñîñòàâëÿþùèå, á � ïðîåöèðîâàíèå.Ïóñòü ìåæäó äâóìÿ îðòàìè ~e1 è ~e2 îáðàçîâàí óãîë α, òî åñòü
~e1 · ~e2 = cosα. (27)Ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ~a ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ïî îòíîøåíèþ ê óêàçàííûì îðòàì äâóìÿ ñïîñîáàìè. Îäèíñïîñîá � ðàçëîæèòü âåêòîð ïî îðòàì (ðèñ. 1à), òî åñòü ïðåäñòàâèòü åãî â âèäå
~a = a1~e1 + a2~e2. (28)Ýòî áóäóò êîíòðàâàðèàíòíûå êîîðäèíàòû. Äðóãîé ñïîñîá � ñïðîåöèðîâàòü âåêòîð íà îðòû (ðèñ. 1á) è êîâàðè-àíòíûìè êîîðäèíàòàìè ñ÷èòàòü ïðîåêöèè (âìåñòå ñ èõ çíàêàìè):

a1 = ~a · ~e1 = a1 + a2 cosα, a2 = ~a · ~e2 = a1 cosα+ a2. (29)6



Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî êâàäðàò âåêòîðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùèõ �îðìàõ
~a2 = (a1)2 + (a2)2 + 2 cosαa1a2 = a1a1 + a2a2 = gm na

man, (30)ãäå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì m, n = 1, 2 ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñóììèðîâàíèå, à òàê íàçûâàåìûé ìåòðè÷åñêèéòåíçîð ïðåäñòàâëåí êîìïîíåíòàìè
g1 1 = g2 2 = 1, g1 2 = g2 1 = cosα. (31)Êîíå÷íî, åñëè óãîë ìåæäó îðòàìè ïðÿìîé α = π/2, òî cosα = 0, âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìåòðè÷åñêîãîòåíçîðà òîæå íóëè è êîîðäèíàòû íå ðàçëè÷àþòñÿ.Òàê êàê êâàäðàò èíòåðâàëà ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî ñîäåðæèò òîëüêî åäèíèöó è ìèíóñ åäèíèöû, òî ìåò-ðè÷åñêèé òåíçîð ýòîãî ïðîñòðàíñòâà
g0 0 = −g1 1 = −g2 2 = −g3 3 = 1, (32)à âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó êîâàðèàíòíûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà a, îáîçíà÷àåìûå {aµ},

µ = 0, 1, 2, 3, îòëè÷àþòñÿ îò êîíòðàâàðèàíòíûõ òåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûéçíàê, òî åñòü a0 = a0, ak = −ak, k = 1, 2, 3. Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî êîíòðàâàðèàíòíûìè, èíäåêñûêîòîðûõ ïèøóòñÿ ñâåðõó ó îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðà. Ââèäó ñîâïàäåíèÿ íóëåâûõ ñîñòàâëÿþùèõ ñ âåðõíèì è íèæíèìèíäåêñàìè â äàëüíåéøåì íóëåâîé èíäåêñ áóäåì ïèñàòü âíèçó, à ó ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòî áóäåì óêàçûâàòü íåíîìåðà, à îñè ïðîåöèðîâàíèÿ. Êàê ïðàâèëî, ÷åòûðåõìåðíûå âåêòîðû ìû áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå a = {a0,~a},ïåðå÷èñëÿÿ èõ êîíòðàâàðèàíòíûå ñîñòàâëÿþùèå.4. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Äëÿ ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ îïðåäåëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Åñëè a =
{aµ} è b = {bµ} � äâà âåêòîðà, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèéèõ êîìïîíåíò ðàçíîãî âèäà:

a · b = a0b
0 + a1b

1 + a2b
2 + a3b

3 = a0b0 + a1b1 + a2b2 + a3b3. (33)Ïðè íàøåì ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðîâ a = {a0,~a} è b = {b0,~b} èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ìû áóäåì çàïèñûâàòüòàê:
a · b = a0b0 − ~a ·~b. (34)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, â ÷àñòíîñòè êâàäðàò âåêòîðà a2 = a2

0 −~a 2, ÿâëÿþòñÿñêàëÿðàìè, ÷åì è îáúÿñíÿåòñÿ íàçâàíèå ïðîèçâåäåíèÿ.Èç-çà ìèíóñà â îïðåäåëåíèè (34) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì, òî åñòüêâàäðàò âåêòîðà ìîæåò èìåòü ëþáîé çíàê, à ðàâåíñòâî íóëþ êâàäðàòà âåêòîðà íå îçíà÷àåò, ÷òî âñå åãî êîìïîíåí-òû ðàâíû íóëþ, êàê è âåêòîðà ïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó ââîäèòñÿ òà æå êëàññè�èêàöèÿ âåêòîðîâ, ÷òî è èíòåðâàëîâ.Èìåííî, åñëè a2 > 0, âåêòîð a íàçûâàåòñÿ âðåìåíèïîäîáíûì, åñëè a2 < 0, � ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáíûì, åñëè
a2 = 0, íóëåâûì.Ââèäó íåïîëîæèòåëüíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåëüçÿ ââåñòè óãîë ìåæäó ÷åòûðåõìåðíûìè âåêòîðàìè.Îäíàêî, åñëè ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ ðàâíî íóëþ, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíè îðòîãîíàëüíû.5. Ïðèìåðû âåêòîðîâ. 1) Ïåðâûì ïðèìåðîì âåêòîðà ñëóæèò âåêòîð ïîëîæåíèÿ r = {ct, ~r}. Åãî êâàäðàò �êâàäðàò èíòåðâàëà r2 = s2. ×àñòèöû (èëè ìàòåðèàëüíûå òî÷êè) äâèæóòñÿ ïî êðèâûì â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå,êîòîðûå íàçûâàþò ìèðîâûìè ëèíèÿìè. Äè��åðåíöèàë dr = {cdt, d~r}, âçÿòûé âäîëü ìèðîâîé ëèíèè, � òîæåâåêòîð. Êâàäðàò ýòîãî âåêòîðà ïðåäñòàâëÿåò äè��åðåíöèàëüíóþ �îðìó èíòåðâàëà

(dr)2 = ds2 = c2dt2 − d~r 2. (35)Òàêîé èíòåðâàë ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è âðåìåíèïîäîáíûå èíòåðâàëû.2) Äðóãîé âåêòîð, êîòîðûé âîçíèêàåò ñðàçó ïðè çàäàíèè ñèñòåìû êîîðäèíàò, � ýòî ÷åòûðåõìåðíûé ãðàäèåíò
∇ =

{

1

c

∂

∂t
,−~∇

}

(~∇ � îïåðàòîð �àìèëüòîíà íàáëà). (36)Òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî çäåñü ïåðåä òðåõìåðíûì ãðàäèåíòîì íàäî ïîñòàâèòü ìèíóñ, èíà÷å ∇ íå áóäåò ÷åòû-ðåõìåðíûì âåêòîðîì, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Îäíàêî, â òàêîé íåîáõîäèìîñòè ìîæíî óáåäèòüñÿ è èíà÷å:ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äè��åðåíöèàëà âåêòîðà ïîëîæåíèÿ è âåêòîðà ãðàäèåíòà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (34)
dr · ∇ = dt

∂

∂t
+ d~r · ~∇ = d (37)åñòü îïåðàòîð ïîëíîãî äè��åðåíöèàëà. Êàê äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïîëíûé äè��åðåí-öèàë èíâàðèàíòåí íå òîëüêî ïî îòíîøåíèþ ê ëèíåéíîé çàìåíå ïåðåìåííûõ, êàêîâîé ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå7



Ëîðåíöà, íî è ïî îòíîøåíèþ ê ëþáûì çàìåíàì. Âåêòîð ãðàäèåíòà áåç ìèíóñà èìååò êîâàðèàíòíûå ñîñòàâëÿþ-ùèå, à ìû çàïèñûâàåì êîíòðàâàðèàíòíûå. Êâàäðàò âåêòîðà ãðàäèåíòà
∇2 =

1

c2
∂2

∂t2
−△ = �, (38)ãäå △ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðàòîð Äàëàìáåðà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì.� 4. Ñêîðîñòü, èìïóëüñ, óñêîðåíèå1. Ñêîðîñòü. Ïî àíàëîãèè ñ òðåõìåðíîé ñêîðîñòüþ òåëà ~v =

d~r

dt
÷åòûðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàêîòíîøåíèå äè��åðåíöèàëîâ âåêòîðà ïîëîæåíèÿ è âðåìåíè. Îäíàêî, ÷òîáû ñêîðîñòü ïîëó÷èëàñü ÷åòûðåõìåð-íûì âåêòîðîì, íàäî ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð dr äåëèòü (èëè óìíîæàòü) íà ñêàëÿð èëè âåëè÷èíó, íå çàâèñÿùóþîò èñïîëüçîâàíèÿ òîé èëè èíîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû. Â êà÷åñòâå âðåìåíè íàäî áðàòü íå âðåìÿ â êàêîé-òîïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, à ñîáñòâåííîå âðåìÿ äëÿ äàííîãî òåëà (ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ÷àñòèöû). Òàêèìîáðàçîì, ïî îïðåäåëåíèþ

v =
dr

dτ
= γ

d

dt
{ct, ~r} = {γc, γ~v} = γ{c, ~v}, γ =

1
√

1 − v2/c2
, (39)ãäå ~v � îáû÷íàÿ òðåõìåðíàÿ ñêîðîñòü. Ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü γ, ñîîòâåòñòâóþùèé ñêîðîñòè òåëà, îáÿçàòåëüíîäîëæåí âõîäèòü â ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà, íî ìû èíîãäà áóäåì ïèñàòü åãî âíå �èãóðíûõ ñêîáîê.Êâàäðàò ÷åòûðåõìåðíîé ñêîðîñòè

v2 = c2 > 0, (40)òàê ÷òî âåêòîð ñêîðîñòè âðåìåíèïîäîáåí.×àñòî ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå äëÿ îòíîøåíèÿ ñêîðîñòè ê ñêîðîñòè ñâåòà è íàçûâàòü åãî áåçðàç-ìåðíîé (òðåõìåðíîé èëè ÷åòûðåõìåðíîé) ñêîðîñòüþ òåëà:
β =

v

c
= {γ, γ ~β}, ~β =

~v

c
. (41)2. Èìïóëüñ. Èìïóëüñ � ýòî ïðîñòî ñêîðîñòü, óìíîæåííàÿ íà ìàññó, íî äëÿ åãî ñîñòàâëÿþùèõ ââîäÿòñÿîòäåëüíûå îáîçíà÷åíèÿ:

p = mv = m{γc, γ~v} = {p0, ~p}, p0 = mcγ, ~p = m~vγ. (42)ßñíî, ÷òî âåêòîð èìïóëüñà òîæå âðåìåíèïîäîáåí:
p2 = p2

0 − ~p 2 = m2c2 > 0. (43)Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò âûðàæåíèå íóëåâîé ñîñòàâëÿþùåé ÷åðåç ïðîñòðàíñòâåííûé èìïóëüñ
p0 =

√

m2c2 + p2 = mcγ, p = |~p|, (44)à èç íåãî âûðàæåíèå ëîðåíöåâñêîãî ìíîæèòåëÿ ÷åðåç òîò æå èìïóëüñ
γ =

√

1 + (p/mc)2. (45)Ñ ïîìîùüþ (45) ìîæíî âûðàçèòü è ñêîðîñòü ÷åðåç èìïóëüñ:
~v =

~p

mγ
=

~pc
√

m2c2 + p2
. (46)Íóëåâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà èìïóëüñà � ýòî ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ýíåðãèÿ. Óäîáíî ââåñòè îáîçíà-÷åíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

Ekin(p) = p0c−mc2 = mc2(γ − 1), p = |~p|, (47)òî åñòü âû÷èòàòü èç ïîëíîé ýíåðãèè ýíåðãèþ ïîêîÿ mc2. Îòìåòèì, ÷òî ñðàçó ïîñëå ñîçäàíèÿ òåîðèè îòíîñè-òåëüíîñòè áîëüøîé ðåçîíàíñ âûçâàëî ñîîòíîøåíèå E(p) = cp0 = mc2γ ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè �èçè÷åñêèìèâåëè÷èíàìè � ýíåðãèåé è ìàññîé � è ìàññîé ñòàëè íàçûâàòü ïðîèçâåäåíèå mγ (ìàññà äâèæåíèÿ). Ìû ïîäòåðìèíîì ìàññà âñåãäà áóäåì ïîíèìàòü ìàññó ïîêîÿ m.8



Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà òðåõìåðíîé ñêîðîñòè � ýòî ïðîèçâîäíàÿ îò ýíåðãèè ïî èìïóëüñó:
v = |~v| =

dE(p)

dp
= c

d
√

m2c2 + p2

dp
=

cp
√

m2c2 + p2
. (48)3. Íåðåëÿòèâèñòñêèé è óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåëû.1) Åñëè v ≪ c, òî åñòü ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãîðàçäî ìåíüøåé ñêîðîñòè ñâåòà, òî γ ∼ 1 è p ≪ mc.Òîãäà â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ

~p ≈ m~v, Ekin ≈ mc2
(

1 +
1

2

p2

m2c2
− 1

)

=
p2

2m
=
mv2

2
, (49)òî åñòü îáû÷íûå íåðåëÿòèâèñòñêèå ñîîòíîøåíèÿ.2) Ïðè v ∼ c ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü âåëèê γ ≫ 1, à p≫ mc. Òîãäà Ekin(p) ∼ E(p) ∼ pc. Ñîîòíîøåíèå (48)ñîõðàíÿåòñÿ â îáîèõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ.4. Ýëåìåíò îáúåìà â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ. Êàê è ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâåííîãî îáúåìà, ýëåìåíò îáúåìàèìïóëüñîâ d3p íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðîì. Èíâàðèàíòíî îòíîøåíèå d3p/p0. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïîìèìî ïðÿìîéïðîâåðêè ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà ìîæíî ïðîâåñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì.Îòêàæåìñÿ âðåìåííî îò ñîîòíîøåíèÿ (44) è áóäåì ñ÷èòàòü íóëåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñàýëåêòðîíà p0 íåçàâèñèìîé âåëè÷èíîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷åòûðåõ äè��åðåíöèàëîâ d4p = dp0d

3p �ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà. Îò èñêóñòâåííî ââåäåííîé íåçàâèñèìîé êîîðäèíàòû p0 íàäî èçáàâèòüñÿ, òî åñòü âçÿòü ïîíåé èíòåãðàë. Äëÿ ó÷åòà ñîîòíîøåíèÿ (44) ââåäåì ìíîæèòåëåì èíâàðèàíòíóþ äåëüòà-�óíêöèþ δ
(

p2 −m2c2
):

∫

δ
(

p2 −m2c2
)

d4p = d3p

∫

dp0 δ
(

p2
0 − p2 −m2c2

)

=

= d3p

∫

dp0 δ
((

p0 −
√

p2 +m2c2
)(

p0 +
√

p2 +m2c2
))

=

= d3p

∫

dp0δ
((

p0 −
√

p2 +m2c2
)

2
√

p2 +m2c2
)

=
d3p

2
√

p2 +m2c2
. (50)Ïðè ïðîâåäåíèè âûêëàäêè áûëî ó÷òåíî, ÷òî â íóëü â àðãóìåíòå äåëüòà-�óíêöèè îáðàùàåòñÿ òîëüêî ìíîæèòåëüñ ðàçíîñòüþ, à ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ ìíîæèòåëü ñ ñóììîé áûë óïðîùåí (çàìåíåí óäâîåííûìêîðíåì) è âûíåñåí èç-ïîä çíàêà ýòîé �óíêöèè â çíàìåíàòåëü, òàê êàê çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ äàåòòîò æå ðåçóëüòàò. Â äàëüíåéøåì â çíàìåíàòåëå âìåñòî êîðíÿ äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ïèñàòü p0, ñ÷èòàÿ ñîîòíîøåíèå(44) âûïîëíåííûì.5. Óñêîðåíèå. Îíî îïðåäåëÿåòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñêîðîñòüþ

w =
dv

dτ
= γ

dv

dt
= γ

d

dt
γ{c, ~v}. (51)Íàéäåì ñíà÷àëà ïðîèçâîäíóþ îò ëîðåíöåâñêîãî ìíîæèòåëÿ. Ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè óäîáíî èñïîëüçîâàòüî÷åâèäíîå ðàâåíñòâî ~v 2 = v2. Èìååì

dγ

dt
= γ3~v · ~w

c2
, ~w =

d~v

dt
. (52)Òîãäà ïîëó÷àåì

w = γ2

{

γ2~v · ~w
c

, ~w + γ2~v · ~w
c2

~v

}

. (53)Êàê è ñêîðîñòü, óñêîðåíèå óäîáíî çàïèñàòü ÷åðåç âåêòîð ~β:
w = γ2

{

γ2~β · ~w, ~w + γ2(~β · ~w) ~β
}

. (54)Âåêòîð óñêîðåíèÿ, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, îðòîãîíàëåí âåêòîðó ñêîðîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,
β · w = γ3

(

γ2~β · ~w − ~β · ~w − γ2β2~β · ~w
)

= 0. (55)Ýòî åñòåñòâåííîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âåêòîðà, êâàäðàò êîòîðîãî íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Àíàëîãè÷íî òðåõìåðíàÿñêîðîñòü òåëà, äâèæóùåãîñÿ ïî ïîâåðõíîñòè øàðà, ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèàëüíîìó íàïðàâëåíèþ öåíòðîñòðåìè-òåëüíîãî óñêîðåíèÿ. 9



6. Êâàäðàò óñêîðåíèÿ. Ýòà âåëè÷èíà, èíòåðåñíàÿ ñàìà ïî ñåáå, èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè èçëó÷åíèÿ. Ïîýòîìóïðîäåëàåì ñëåäóþùóþ âûêëàäêó.
w2 = γ4

[

γ4
(

~β · ~w
)2

− ~w2 − γ4β2
(

~β · ~w
)2

− 2γ2
(

~β · ~w
)2
]

=

= γ6

[

−~w2
(

1 − β2
)

−
(

~β · ~w
)2
]

= γ6

[

−~w2 +
(

~β × ~w
)2
]

. (56)Èç ïðèâåäåííîé âûêëàäêè âèäíî, ÷òî âîîáùå ãîâîðÿ, âåêòîð óñêîðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí. Îäíàêî,åñëè ïðîñòðàíñòâåííîå óñêîðåíèå ~w = 0, òî è ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð íóëåâîé.7. Îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü. Ýòî âàæíîå ïîíÿòèå î÷åíü ïðîñòî ââîäèòñÿ â îáû÷íîé íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõà-íèêå: òàì îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà ðàçíîñòè ñêîðîñòåé. ßñíî, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå íå ïîäõîäèò â òåîðèèîòíîñèòåëüíîñòè.Êàê è â íåðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå, íåîáõîäèìî ðàçëè÷àòü ïîðÿäîê ÷àñòèö ïðè îïðåäåëåíèè îòíîñèòåëüíîéñêîðîñòè. Íàçîâåì ñêîðîñòüþ âòîðîé ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ñêîðîñòü åå â òîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, ãäå ïåðâàÿïîêîèòñÿ.Ïóñòü ñêîðîñòè ÷àñòèö â êàêîé-òî ñèñòåìå ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî
v1 = γ1{c, ~v1}, v2 = γ2{c, ~v2}. (57)Ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ñî ñêîðîñòüþ ~V = ~v1. Òîãäà â ñèñòåìå ïîêîÿ ïåðâîé ÷àñòèöû áóäåò
v1 = {γ2

1(c− ~v2
1/c), 0} = {c, 0}, (58)

v2 = {γ1γ2(c− ~v1 · ~v2/c), γ2~v2 − γ1γ2~v1 + (γ1 − 1)γ2(~v1 · ~v2)~v1/v2
1}.Ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü ó ñêîðîñòè âòîðîé ÷àñòèöû â ñèñòåìå ïîêîÿ ïåðâîé

γ21 = γ12 = γ1γ2(1 − ~v1 · ~v2/c2) = v1 · v2/c
2 = γr (59)íà ñàìîì äåëå íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà ÷àñòèö è ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì èíâàðèàíòîì, òàê êàê âûðàæàåòñÿ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èõ ÷åòûðåõìåðíûõ ñêîðîñòåé. Äëÿ òðåõìåðíîé æå ñêîðîñòè âòîðîé ÷àñòèöû îò-íîñèòåëüíî ïåðâîé, èñêëþ÷èâ èç åå âûðàæåíèÿ

v2
1 = c2(1 − 1/γ2

1), ~v1 · ~v2 = c2(1 − γr/γ1γ2), (60)íàéäåì
~v21 =

γ2

γr

[

~v2 − γ1~v1 +
γ1

γ1 + 1

(

γ1 −
γr

γ2

)

~v1

]

=
1

γr

(

γ2~v2 − γ1
γ2 + γr

γ1 + 1
~v1

)

. (61)Êâàäðàò îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè
v2
21 = |~v21|2 =

c2

γ2
r

[

γ2
2 − 1 +

γ2
r + γ2

2 + 2γrγ2

γ1 + 1
(γ1 − 1) − 2

γr + γ2

γ1 + 1
(γ1γ2 − γr)

]

, (62)êàê è ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü, íå çàâèñèò îò ñèñòåìû êîîðäèíàò è îò ïîðÿäêà ÷àñòèö. Âåëè÷èíó ýòîé ñêîðîñòèìîæíî çàïèñàòü â äðóãîì âèäå, ÷åðåç òðåõìåðíûå ñêîðîñòè ÷àñòèö:
vr = v12 = v21 = c

√

1 − 1/γ2
r = c

√

c2(~v1 − ~v2)2 − (~v1 × ~v2)2

c2 − ~v1 · ~v2
. (63)Åñëè ñêîðîñòü îäíîé èç ÷àñòèö ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà, òî è îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ðàâíà c. Åñëè ñêîðîñòèïàðàëëåëüíû, òî

~v21 =
γ1γ2

γr
(~v2 − ~v1). (64)Ïðè ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ñêîðîñòÿõ

γr = γ1γ2, ~v21 = ~v2/γ1 − ~v1. (65)Ñóììà âçàèìíûõ îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé, êîíå÷íî, ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ÷àñòèö:
~v12+~v21 =

γ1−γ2

γr

(

γ1

γ1+1
~v1−

γ2

γ2+1
~v2

)

− γr−1

γr

(

γ1

γ1+1
~v1+

γ2

γ2+1
~v2

)

, (66)íî ðàâíà íóëþ òîëüêî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå èëè â ñëó÷àå, åñëè ñêîðîñòè îáåèõ ÷àñòèö ñîâïàäàþò (~v1 = ~v2,òàê êàê òîãäà γ1 = γ2, γr = 1). 10



� 5. Èìïóëüñ è ýíåðãèÿ �îòîíà1. Èìïóëüñ �îòîíà. Çäåñü ìû ñ÷èòàåì �îòîí ïðîñòî ÷àñòèöåé, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Åñëè �îòîíëåòèò â íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà (íàçîâåì åå ñèñòåìîé íàáëþäàòåëÿ èëè íåøòðèõîâàííîé) â íàïðàâëåíèèâåêòîðà ~l, òî åãî ïóòü ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ðàäèóñîì-âåêòîðîì
~rph = ~r0 + c~l (tph − t0), (67)ãäå ~r0 � ìåñòî �îòîíà â íà÷àëüíûé ìîìåíò îòñ÷åòà åãî âðåìåíè tph = t0. Ìîæíî îáðàçîâàòü è ÷åòûðåõìåðíûéâåêòîð

r ph = {ctph, ~rph} =
{

ctph, ~r0 + c~l (tph − t0)
}

. (68)Ìû ìîæåì �îðìàëüíî ïðîäè��åðåíöèðîâàòü âåêòîð (68) ïî âðåìåíè:
dr ph
dtph = {c, c~l }. (69)Îäíàêî â ðåçóëüòàòå íå ïîëó÷èòñÿ ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð, òàê êàê âðåìÿ â îïðåäåëåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà íåÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì. Îïðåäåëåíèÿ ïðåäûäóùåãî ïàðàãðà�à ãîäÿòñÿ òîëüêî äëÿ ÷àñòèö ñ ìàññîé ïîêîÿ, îò-ëè÷íîé îò íóëÿ. Ôîòîí æå èìååò íóëåâóþ ìàññó ïîêîÿ, äëÿ íåãî íå ñóùåñòâóþò ñîáñòâåííîå âðåìÿ, ñîáñòâåííàÿñèñòåìû îòñ÷åòà, è îí îáÿçàí ì÷àòüñÿ â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà â ëþáîé ñèñòåìå. Äëÿ ýòîé ÷àñòèöûíåâîçìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ÷åòûðåõìåðíîé ñêîðîñòè, òàê êàê ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü äëÿ íåå îáðàùàåòñÿ âáåñêîíå÷íîñòü. Ñëåäîâàòåëüíî íåâîçìîæíî ââåñòè è èìïóëüñ òàê, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî âûøå.Òåì íå ìåíåå, �îòîí èìååò ýíåðãèþ è èìïóëüñ. Åñëè êðóãîâàÿ ÷àñòîòà �îòîíà ðàâíà ω, òî åãî ýíåðãèÿ ðàâíà

~ω ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ Ì.Ïëàíêà. À.Ýéíøòåéíîì áûë îïðåäåëåí è èìïóëüñ �îòîíà, âåëè÷èíà êîòîðîãî,êàê ó óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, ðàâíà ýíåðãèè, äåëåííîé íà ñêîðîñòü ñâåòà, ~ω/c, à íàïðàâëåíèå ñîâïàäàåòñ íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ �îòîíà. Ýòè îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ ââåäåííûì äå Áðîéëåì äëÿ ëþáîé ÷àñòèöûïîíÿòèåì äëèíû âîëíû, ðàâíîé λB =
h

mvγ
èëè λ�B =

~

mvγ
. Òîãäà mvγ =

~

λ� . Äëÿ �îòîíà λ� =
c

ω
è, õîòÿ ìàññàåãî ðàâíà íóëþ, à ìíîæèòåëü Ëîðåíöà � áåñêîíå÷íîñòè, ïðîèçâåäåíèå mvγ ìîæíî ñ÷èòàòü êîíå÷íûì è ðàâíûì

~ω

c
.Òåì ñàìûì îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì ââåñòè ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà �îòîíà

k = {k,~k} =
~

c

{

ω, ω~l
}

, k =
~ω

c
, ~k = k~l, |~l | = 1. (70)Èìïóëüñ è ýíåðãèÿ �îòîíà ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî êâàíòîâûìè âåëè÷èíàìè è èõ âûðàæåíèÿ ñîäåðæàò ïî-ñòîÿííóþ Ïëàíêà. Åñëè æåëàòåëüíî îñòàâàòüñÿ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, òî âìåñòî âåêòîðîâèìïóëüñà ìîæíî èñïîëüçîâàòü âîëíîâûå âåêòîðû, à âìåñòî ýíåðãèè � âîëíîâîå ÷èñëî:

æ =
k

~
, æ =

k

~
=
ω

c
, ~æ =

~k

~
= æ~l. (71)Ýòè âåëè÷èíû îòëè÷àþòñÿ îò êâàíòîâûõ íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü è ðåëÿòèâèñòñêèå ñâîéñòâà ó íèõ òå æåñàìûå.Ïðèìåíåíèå ê èìïóëüñó �îòîíà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà âûÿâëÿåò äâà âàæíûõ ý��åêòà.2. Ý��åêò Äîïëåðà. Çàïèøåì �îðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ îò íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê øòðèõîâàííîé,äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ïåðâîé ñî ñêîðîñòüþ ~V = V ~e. Êàê è âûøå, ïóñòü åäèíè÷íûå âåêòîðû, â íàïðàâëåíèèêîòîðûõ ëåòèò �îòîí, îáîçíà÷àþòñÿ ~l è ~l ′, à óãëû, îáðàçóåìûå ýòèìè îðòàìè ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè, θ è θ′. Òîãäàíóëåâûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà èìïóëüñà �îòîíà, òî åñòü åãî âåëè÷�èíû èëè, ÷òî â ñóùíîñòè òî æå ñàìîå, åãî÷àñòîòû (èëè ýíåðãèè) ïðåîáðàçóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ω′ = ωΓ

(

1 −
~l · ~V
c

)

= ωΓ

(

1 − V

c
~e ·~l
)

,
ω

ω′ =
1

Γ(1 − V cos θ/c)
. (72)Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîëó÷àåòñÿ, êàê îáû÷íî, çàìåíîé ñêîðîñòè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ (~V → −~V ):

ω = ω′Γ

(

1 +
~l ′ · ~V
c

)

= ω′Γ

(

1 +
V

c
~e ·~l ′

)

,
ω′

ω
=

1

Γ(1 + V cos θ′/c)
. (73)11



Ïðèâåäåííûå �îðìóëû, åñëè îòáðîñèòü ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü Γ, âûðàæàþò îáû÷íûé êëàññè÷åñêèé ý�-�åêò, óñòàíîâëåííûé â 1842 ãîäó Õ.Äîïëåðîì. Åñëè ñâåòÿùèéñÿ îáúåêò ëåòèò ê íàáëþäàòåëþ, ÷àñòîòà ñâåòàóâåëè÷èâàåòñÿ, åñëè îò íåãî � óìåíüøàåòñÿ. Íàëè÷èå ìíîæèòåëåé Γ ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå ïðè ïåðïåíäèêóëÿð-íîì ïî îòíîøåíèþ ê íàáëþäàòåëþ äâèæåíèè �îòîíà, ïðîèñõîäèò ñäâèã (óâåëè÷åíèå) åãî ÷àñòîòû. Ýòî ÿâëåíèåíàçûâàåòñÿ ïîïåðå÷íûì ý��åêòîì Äîïëåðà. Îí íå ñóùåñòâóåò ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Ïîñêîëüêó åãîïîïðàâêà èìååò ïîðÿäîê V 2/c2, òî åñòü âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ïîïðàâêå, ïðîïîðöèîíàëüíîéñêîðîñòè V/c, ïîïåðå÷íûé ý��åêò íå áûë çàìå÷åí äî ñîçäàíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Ëèíåéíûé æå ý��åêò èìååò ïðîñòîå îáúÿñíåíèå, êîòîðîå ïîäõîäèò è äëÿ çâóêîâûõ êîëåáàíèé è çàêëþ÷à-åòñÿ â òîì, ÷òî äâèæóùèéñÿ íàáëþäàòåëü â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ñâîåãî äâèæåíèÿ âñòðå÷àåò áîëüøåèëè ìåíüøå âîëí (ïåðèîäîâ), ÷åì íåïîäâèæíûé. Òî æå ïðîèñõîäèò, åñëè äâèæåòñÿ èñòî÷íèê. Äëÿ çâóêà òàêîåîáúÿñíåíèå áûëî èçâåñòíî äàâíî, òàê êàê ý��åêò ëåãêî çàìåòåí äàæå ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ.Äðîáü, ðàâíàÿ îòíîøåíèþ ÷àñòîò â (72)
D(V, θ) =

1

Γ(1 − V cos θ/c)
, (74)íàçûâàåòñÿ ìíîæèòåëåì Äîïëåðà èëè äîïëåð-�àêòîðîì. Ýòîò ìíîæèòåëü ïîÿâëÿåòñÿ âî ìíîãèõ âûðàæåíèÿõäëÿ ðàçíûõ âåëè÷èí. Îòìåòèì åãî çíà÷åíèÿ �âïåðåä� è �íàçàä�, à òàêæå èõ îòíîøåíèå:

D(V, 0) =

√

1 + V/c

1 − V/c
, D(V, π) =

1

D(V, 0)
=

√

1 − V/c

1 + V/c
,

D(V, 0)

D(V, π)
= D2(V, 0) =

1 + V/c

1 − V/c
. (75)Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû äèàãðàììû çàâèñèìîñòè ýòîãî ìíîæèòåëÿ îò óãëà θ ïðè ñêîðîñòÿõ V/c = 0, 0.8, 0.9,

0.95, 0.98, 0.99, 0.995. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ëîðåíöåâñêîãî ìíîæèòåëÿ Γ=1.67, 2.29, 3.20, 5.03, 7.09, 10.01,à çíà÷åíèÿ �âïåðåä� D(V, 0) = 1, 4.36, 6.24, 9.95, 14.11, 19.97.
0
1

−1
−5 0 5 10 15 20�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü äîïëåð-�àêòîðà îò íàïðàâëåíèÿ ïðè ñêîðîñòÿõèñòî÷íèêà V/c = 0, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98, 0.99, 0.995.Ïðè ñêîðîñòÿõ, áëèçêèõ ê ñêîðîñòè ñâåòà, äèàãðàììû ñèëüíî âûòÿíóòû âïåðåä, òàê ÷òî �àêòè÷åñêè óãîë

θ çàêëþ÷åí â óçêèõ ïðåäåëàõ, ïîðÿäêà 1/Γ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ïðèáëèæåííîå ïðåäñòàâëåíèå�óíêöèè D(V, θ). �àçíîñòü, çàêëþ÷åííóþ â ñêîáêàõ, çàìåíÿþò ïî ñõåìå
1 − V

c
cos θ =

1 − V 2/c2

1 + V/c
+
V

c
(1 − cos θ) ∼ 1

2Γ2
+
θ2

2
=

1 + Γ2θ2

2Γ2
. (76)Òîãäà ìíîæèòåëü ïðèáðåòàåò âèä

D(V, θ) ∼ 2Γ

1 + Γ2θ2
. (77)Òàêóþ çàìåíó óãëà ïðè óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòÿõ ìû áóäåì íåîäíîêðàòíî ïðèìåíÿòü.3. Àáåððàöèÿ. Ïðåîáðàçîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùåé èìïóëüñà �îòîíà ïðè ïåðåõîäå îò íåøòðè-õîâàííîé ñèñòåìû ê øòðèõîâàííîé âûãëÿäèò òàê:

ω′~l ′ = ω~l − Γω
V

c
~e+ (Γ − 1)ω(~e ·~l)~e. (78)Îòñþäà íàõîäèì çàêîí ïðåîáðàçîâàíèÿ îðòîâ íàïðàâëåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ �îòîíà:

~l ′ =
~l − (~e ·~l)~e+ Γ(~e ·~l − V/c)~e

Γ(1 − V ~e ·~l/c)
. (79)Îáðàòíîå ïî îòíîøåíèþ ê (79) ïðåîáðàçîâàíèå èìååò òîò æå âèä, íî ñ çàìåíîé ~V → −~V

~l =
~l ′ − (~e ·~l ′)~e+ Γ(~e ·~l ′ + V/c)~e

Γ(1 + V ~e ·~l ′/c)
. (80)Òðè âåêòîðà ~e, ~l è ~l ′ ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè, íàçîâåí åå ïëîñêîñòüþ àáåððàöèè.12



Â ÷èñëèòåëÿõ äðîáåé â �îðìóëàõ (79) è (80) ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ ñîñòàâëÿþò âåêòîðû, ïåðïåíäèêóëÿðíûåâåêòîðó ~e, à îñòàâøèåñÿ � ïàðàëëåëüíûå åìó. Â ñâÿçè ñ ýòèì ëåãêî íàïèñàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:
~e ·~l =

~e ·~l ′ + V/c

1 + V ~e ·~l ′/c
, ~e×~l =

~e×~l ′
Γ(1 + V ~e ·~l ′/c)

, (81)
~e ·~l ′ =

~e ·~l − V/c

1 − V ~e ·~l/c
, ~e×~l ′ =

~e×~l
Γ(1 − V ~e ·~l/c)

. (82)Èç (78) âûòåêàåò òàêæå ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåêòîðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè:
ω′~l ′ ×~l = ω[ΓV/c− (Γ − 1)~e ·~l]~l × ~e. (83)�àâåíñòâà (81) è (82) ìîæíî çàïèñàòü ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè:

cos θ =
cos θ′ + V/c

1 + V cos θ′/c
, cos θ′ =

cos θ − V/c

1 − V cos θ/c
, sin θ =

sin θ′

Γ(1 + V cos θ′/c)
, sin θ′ =

sin θ

Γ(1 − V cos θ/c)
. (84)Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé èëè èç ðàâåíñòâa (83) ñ ó÷åòîì (72) ñëåäóåò, ÷òî

sin(θ′ − θ) = sin θ
V/c− (1 − 1/Γ) cos θ

1 − V cos θ/c
. (85)Íåòðóäíî âûâåñòè åùå îäíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó óãëàìè:

tg
θ

2
= D(V, π) tg

θ′

2
=

√

1 − V/c

1 + V/c
tg
θ′

2
, (86)êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè óãîë θ′ íå ðàâåí 0 èëè π, îí âñåãäà áîëüøå óãëà θ, òî åñòü âåêòîð ~l ðàñïîëàãàåòñÿìåæäó âåêòîðàìè ~e è ~l ′.Îòìåòèì ÷àñòíûå è ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðè V = 0 (èëè äàæå ïðè V ≪ c) àáåððàöèè íåò è

~l = ~l ′. Íàïðîòèâ, åñëè �îðìàëüíî ïîëîæèòü V = c, òî âåêòîð ~l ñîëüåòñÿ ñ âåêòîðîì ñêîðîñòè ~l = ~e. Ïðè θ′ = π/2áóäåò cos θ = V/c, sin θ = 1/Γ. ×òîáû îêàçàëîñü θ = π/2 íóæíî, ÷òîáû áûëî cos θ′ = −V/c, sin θ′ = 1/Γ.�èñ. 3 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î çàâèñèìîñòè ìåæäó óãëàìè θ è θ′ ïðè ñêîðîñòÿõ V/c = 0(0.1)0.9, à òàêæå
V/c = 0.95, 0.98, 0.99, 0.995, 0.999, 0.9995, 0.9999. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ïîëîæåíèÿ âåêòîðà ~l ïðè θ′ = π/3 è V/c =
0, 1/3, 1/2, 4/5, 12/13 è 1. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ Γ = 1, 3/(2

√
2), 2/

√
3, 5/3, 13/5, ∞. Êðàéíèå çíà÷åíèÿ,êàê îòìå÷àëîñü, ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðàì ~l ′ è ~e.

0.0 1.0 3.0
0.0

1.0

2.0

3.0

2.0

θ ~e, V/c = 1

V/c = 12/13

V/c = 4/5

V/c = 1/2

V/c = 1/3

~l ′, V/c = 0
θ′�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü óãëà θ îò óãëà θ′ ïðè �èñ. 4. Ïîëîæåíèÿ âåêòîðà ~l ïðè θ′ = π/3ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ èñòî÷íèêà. è ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòÿõ èñòî÷íèêà.4. Êëàññè÷åñêàÿ �îðìóëà àáåððàöèè. Åñëè â (85) îòáðîñèòü ÷ëåíû ïîðÿäêà âûøå ïåðâîãî ïî ñêîðîñòè, òîïîëó÷èòñÿ êëàññè÷åñêàÿ �îðìóëà àáåððàöèè

sin(θ′ − θ) =
V

c
sin θ. (87)13



Àáåððàöèÿ, òî åñòü èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ íà äâèæóùèéñÿ îáúåêò èëè âîñïðèÿòèå îáúåêòà äâèæóùèìñÿíàáëþäàòåëåì, ïðîÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî äëÿ ñâåòà. Î÷åâèäíà àáåððàöèÿ äîæäÿ: äàæå åñëè îí èäåò âåðòèêàëüíî,÷åëîâåêó, áåãóùåìó ñî ñêîðîñòüþ, ñðàâíèìîé ñî ñêîðîñòüþ ïàäåíèÿ äîæäåâûõ êàïåëü, ýòè êàïëè áóäóò ïîïàäàòüâ ëèöî. Êîíå÷íî, êàðòèíó ïîðòèò âåòåð. Íà àáåððàöèþ çâóêà, ïî-âèäèìîìó, âíèìàíèÿ íå îáðàùàëè, õîòÿ ý��åêòÄîïëåðà äëÿ çâóêà õîðîøî èçâåñòåí. Âîñïðèÿòèå íàïðàâëåíèÿ çâóêà ÷åëîâåêîì íå ñòîëü îïðåäåëåííî, êàê âûñîòàçâó÷àíèÿ, à ñêîðîñòè, ñðàâíèìûå ñî ñêîðîñòüþ çâóêà áûëè äîñòèãíóòû òîëüêî â ýïîõó ñàìîëåòîâ.
B

θ′−θ

ct

θ θ′

A vt C�èñ. 5. Îáúÿñíåíèå êëàññè÷åñêîé àáåððàöèè.Àáåððàöèÿ ñâåòà çà ñ÷åò äâèæåíèÿ Çåìëè áûëà îòêðûòà Áðàäëååì ïðè ïîïûòêå èçìåðèòü ïàðàëëàêñû çâåçä.Îí æå äàë ñëåäóþùåå îáúÿñíåíèå ýòîìó ÿâëåíèþ (ðèñ. 5). Ïóñòü íåïîäâèæíûé íàáëþäàòåëü èç òî÷êè A âèäèòèñòî÷íèê ñâåòà, íàõîäÿùèéñÿ â òî÷êå B íà äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò íåãî, ïîä óãëîì θ ê íàïðàâëåíèþñêîðîñòè äðóãîãî íàáëþäàòåëÿ. Òîãäà äâèæóùèéñÿ íàáëþäàòåëü óâèäèò òîò æå èñòî÷íèê ïîä äðóãèì óãëîì, θ′,ê òîé æå ñêîðîñòè, òàê êàê ïîêà îí äâèãàëñÿ, ñâåò îò èñòî÷íèêà òîæå ïðîøåë íåêîòîðûé ïóòü è íàáëþäàòåëüâîñïðèíÿë åãî â òî÷êå C. Çà îäíî è òî æå âðåìÿ t íàáëþäàòåëü ïðîäâèíóëñÿ íà ðàññòîÿíèå v t, à ñâåò ïðîøåëïóòü c t. Â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë A ðàâåí θ, à âíåøíèé óãîë C � θ′, òàê ÷òî óãîë B � ýòî èõ ðàçíîñòü θ′ − θ.Ïðîåêöèè ýòèõ ðàññòîÿíèé íà ïåðïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AB, òî åñòü âûñîòà èç âåðøèíû C, äîëæíû áûòü ðàâíû:
v t sin θ = c t sin(θ′ − θ), (88)÷òî ñîâïàäàåò ñ �îðìóëîé êëàññè÷åñêîé àáåððàöèè. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ý��åêò íå çàâèñèò îò âðåìåíè t,òî åñòü îò óäàëåííîñòè èñòî÷íèêà. Ñòðîãóþ �îðìóëó ìîæíî âûâåñòè òîëüêî èñõîäÿ èç òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Òî÷íîñòü èçìåðåíèé Áðàäëåÿ áûëà äîñòàòî÷íà äëÿ îáíàðóæåíèÿ àáåððàöèè, íî íåäîñòàòî÷íà äëÿ åå óñòðàíåíèÿ,òàê ÷òî ïàðàëëàêñû çâåçä îïðåäåëèëè äðóãèå. Äëÿ òàêèõ èçìåðåíèé ìîæíî îáîéòèñü êëàññè÷åñêèìè �îðìóëàìèý��åêòà Äîïëåðà è àáåððàöèè, òàê êàê ñêîðîñòè äâèæåíèÿ Çåìëè è áîëüøèíñòâà çâåçä ñóùåñòâåííî ìåíüøåñêîðîñòè ñâåòà.6. Èíâàðèàíòû. Ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà èìïóëüñà �îòîíà ðÿä âåëè÷èí îñòàåòñÿ íåèçìåííûìè. Òàêèç (78) ñëåäóåò, ÷òî

ω′~l ′ × ~e = ω~l × ~e. (89)Âçÿâ ìîäóëü îò îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, íàéäåì
ω′ sin θ′ = ω sin θ, (90)òàê ÷òî ïðîèçâåäåíèå ÷àñòîòû �îòîíà íà ñèíóñ óãëà, îáðàçóåìîãî åãî èìïóëüñîì ñî ñêîðîñòüþ ñèñòåìû îòñ÷åòà,ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì.Äðóãîé èíâàðèàíò ñâÿçàí ñ ýëåìåíòîì îáúåìà â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ. Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ âòîðîå èçñîîòíîøåíèé (84), ïîëó÷èì

sin θ′dθ′ =
sin θ

Γ2(1 − V cos θ/c)2
dθ =

( ω

ω′

)2

sin θdθ. (91)Òàêèì îáðàçîì, èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ω2 sin θdθ, à çíà÷èò, è ωdθ.Èíâàðèàíòíû òàêæå ýëåìåíò îáúåìà â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñà �îòîíà, äåëåííûé íà ÷àñòîòó èëè íà âå-ëè÷èíó èìïóëüñà d3k/k, è ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà, óìíîæåííûé íà êâàäðàò èìïóëüñà k2d2l, ÷òî ïðîâåðÿåòñÿíåïîñðåäñòâåííî èëè íà îñíîâå ïðèâåäåííûõ â ýòîì ïàðàãðà�å �îðìóë äëÿ ïðåîáðàçîâàííûõ ÷àñòîò è óãëîâ.Èíâàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ è îòíîøåíèå dk/k.Äëÿ ÷àñòèö ñ íåíóëåâîé ìàññîé èíâàðèàòíîé âåëè÷èíîé, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ñëóæèò îòíîøåíèå d3p/p0.Çàìåòèì îäíàêî, ÷òî ýòîò èíâàðèàíò íå äîïóñêàåò ðàçäåëåíèÿ íà èíâàðèàòíûå ñîìíîæèòåëè, êàê â ñëó÷àå�îòîíà, èìåþùåãî íóëåâóþ ìàññó.
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� 6. Ïðîÿâëåíèÿ ý��åêòîâ îòíîñèòåëüíîñòè1. Ïðîÿâëåíèÿ â �èçèêå. Â îáû÷íîé æèçíè ìû íå âñòðå÷àåìñÿ ñ òåëàìè, ñêîðîñòè êîòîðûõ ñðàâíèìû ñîñêîðîñòüþ ñâåòà. Èìåííî ïîýòîìó ïîÿâèâøàÿñÿ â íà÷àëå äâàäöàòîãî âåêà òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè ïðîèçâåëàñèëüíîå âïå÷àòëåíèå íà íåíàó÷íóþ è äàæå íàó÷íóþ îáùåñòâåííîñòü, âûçâàëà ïîÿâëåíèå ìíîãèõ îáúÿñíÿþùèõåå ÿâëåíèÿ ñòàòåé è êíèã êàê �èçè÷åñêèõ, òàê è ïîïóëÿðíûõ. Çà ñòî ëåò, ïðîøåäøèõ ñ òåõ ïîð, ýòà òåîðèÿ ñòàëàóæå ïðèâû÷íîé, õîòÿ âñå âðåìÿ âîçíèêàþò òùåòíûå ïîïûòêè ëèáî îïðîâåðæåíèÿ åå, ëèáî óòî÷íåíèÿ. Íèêàêèõÿâëåíèé, ïðîòèâîðå÷àùèõ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, íå óñòàíîâëåíî.Òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè äàâíî ñòàëà îäíîé èç íåçûáëåìûõ è øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ðàçäåëîâ �èçèêè ñ òåî-ðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, òàê êàê ïî÷òè âñå äðóãèå åå ðàçäåëû èñïîëüçóþò àïïàðàò òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè.Ýëåêòðîäèíàìèêà ñ ñàìîãî íà÷àëà áûëà ðåëÿòèâèñòñêîé, äàæå äî îñîçíàíèÿ �èçèêàìè ýòîãî �àêòà. Ïîñòðîåíûðåëÿòèâèñòñêàÿ êâàíòîâàÿ ýëåêòðîäèíàìèêà, ðåëÿòèâèñòñêàÿ ãèäðî- è ãàçîäèíàìèêà, ðåëÿòèâèñòñêàÿ ñòàòèñòè-÷åñêàÿ �èçèêà è ò. ä.�åëÿòèâèçì ïðîÿâëÿåòñÿ è â ïðàêòè÷åñêîé �èçèêå. Â óñêîðèòåëÿõ ÷àñòèöû ðàçãîíÿþòñÿ äî î÷åíü âûñîêèõýíåðãèé è ñêîðîñòåé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âåñüìà êîðîòêîæèâóùèå ÷àñòèöû (ðåçîíàíñû) áëàãîäàðÿ çàìåäëåíèþèõ ñîáñòâåííîãî âðåìåíè óñïåâàþò äîñòàòî÷íî äîëãî ïðîäåðæàòüñÿ è áûòü âîâëå÷åííûìè â ýêñïåðèìåíòû. Òîæå ïðîèñõîäèò è â ëèâíÿõ ÷àñòèö, ïîðîæäàåìûõ êîñìè÷åñêèìè ëó÷àìè â çåìíîé àòìîñ�åðå. Îáíàðóæåí èïîïåðå÷íûé ý��åêò Äîïëåðà.Îñîáåííóþ ðîëü ðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ èãðàåò â àñòðî�èçèêå. Íèêàêèå óñêîðèòåëè íå ìîãóò ïðîèçâåñòè÷àñòèöû ñòîëü áîëüøèõ ýíåðãèé, ñ êàêèìè ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî àñòðî�èçèêàì.2. Ñâåðõñâåòîâûå ñêîðîñòè. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñêîðîñòè, ïðåâûøàþùèå ñêîðîñòü ñâåòà, íàáëþäàþòñÿ. Íàïðè-ìåð, êàæäûå ñóòêè âñå ãàëàêòèêè îáðàùàþòñÿ âîêðóã Çåìëè, íî ýòî îáðàùåíèå êàæóùååñÿ. Ñ î÷åíü áîëüøèìèñêîðîñòÿìè ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ñâåòîâûå îòáëåñêè èëè çàé÷èêè, íî îíè òàêæå íå ïåðåäàþò íèêàêèõ ñèãíàëîâ,òàê êàê ïðè ýòîì ïåðåìåùàþòñÿ ðàçíûå �îòîíû. Îñîáîãî ðàññìîòðåíèÿ òðåáóþò ñâåðõñâåòîâûå äâèæåíèÿ âêîñìîëîãèè, íî è òàì îíè îáúÿñíÿþòñÿ ðàñøèðåíèåì ïðîñòðàíñòâà, à íå ïåðåäà÷åé ñèãíàëîâ.×àñòèöû, êîòîðûå äâèæóòñÿ ñî ñêîðîñòÿìè, á�îëüøèìè ñêîðîñòè ñâåòà, íàçûâàþòñÿ òàõèîíû. Ìíîãî ñòàòåéïîñâÿùåíî äîêàçàòåëüñòâó, ÷òî ðàññóæäàòü î òàêèõ ÷àñòèöàõ âîçìîæíî, íî èõ ñóùåñòâîâàíèå íåäîïóñòèìî.
θ

vt0 cos θ~e ~vt0
vt0 sin θ

(c
t 0
−
v
t 0

co
s
θ)
~e

ct0~e�èñ. 6. Êàæóùååñÿ ñâåðõñâåòîâîå äâèæåíèå.Òåì íå ìåíåå, â àñòðî�èçèêå íàáëþäàþòñÿ ñâåðõñâåòîâûå ïåðåìåùåíèÿ. Èç àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê (Àß�)âûáðàñûâàþòñÿ ñ áîëüø�èìè, ì�åíüøèìè, íî ñðàâíèìûìè ñ c ñêîðîñòÿìè, äæåòû. Èõ îòäåëüíûå ñãóñòêè (áëîáû)ëåòÿò â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè è âðåìÿ îò âðåìåíè èõ íàáëþäàþò è èçìåðÿþò óãëîâîå ïåðåìåùåíèå íà íåáåñíîéñ�åðå. Åñëè èçâåñòíî ðàññòîÿíèå äî ãàëàêòèêè, òî óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìîæíî ïåðåâåñòè â ëèíåéíîå. Ïðè ýòîì÷àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòíîøåíèå ëèíåéíîãî ðàññòîÿíèÿ ê ïðîìåæóòêó âðåìåíè ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè, êàêãîâîðÿò, ýïîõàì íàáëþäåíèé, òî åñòü ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ áëîáîâ, ïðåâûøàåò ñêîðîñòü ñâåòà âî ìíîãî ðàç.Ïîêàæåì, ÷òî è ýòî ÿâëåíèå òîëüêî êàæóùååñÿ.Ïóñòü íåêîòîðûé èñòî÷íèê èçëó÷åíèÿ ëåòèò ñ ñêîðîñòüþ ~v = v~e è èñïóñêàåò �îòîíû â ñòîðîíó íàáëþäàòåëÿ,â íàïðàâëåíèè âåêòîðà ~l (ðèñ. 6). Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~e è ~l ïóñòü áóäåò θ ≤ π/2, òàê ÷òî ~e ·~l = cos θ ≥ 0. Ïóñòüäâà íàáëþäåíèÿ ýòîãî èñòî÷íèêà ðàçäåëåíû âðåìåíåì t0. Çà ýòî âðåìÿ èñòî÷íèê ïðîéäåò ïóòü vt0 è îêàæåòñÿâ òî÷êå, ðàñïîëîæåííîé áëèæå ê íàáëþäàòåëþ íà ðàññòîÿíèå vt0 cos θ. Ïðîåêöèÿ ïðîéäåííîãî èñòî÷íèêîì ïóòèíà êàðòèííóþ ïëîñêîñòü ðàâíà vt0 sin θ. Ñèãíàë ïðè âòîðîì íàáëþäåíèè ïðèäåò ïîñëå ïåðâîãî ÷åðåç âðåìÿ
t0−(v/c)t0 cos θ, òàê êàê îí âûøåë íà t0 ïîçæå, íî èäòè åìó íà (v/c)t0 cos θ ìåíüøå. Òàêèì îáðàçîì, íàáëþäàòåëüóâèäèò âòîðîé ñèãíàë íà ðàññòîÿíèè îò ïåðâîãî vt0 sin θ ÷åðåç [1−(v/c) cos θ]t0, òî åñòü äëÿ íàáëþäàòåëÿ èñòî÷íèê15
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β θ�èñ. 7à. �ðàíèöû äëÿ óãëà θ �èñ. 7á. Çàâèñèìîñòü �óíêöèè βappr(β, θ)â çàâèñèìîñòè îò β. îò θ ïðè ðàçëè÷íûõ β.ïåðåìåñòèëñÿ íà íåáåñíîé ñ�åðå ñ êàæóùåéñÿ ñêîðîñòüþ
vappr = v

sin θ

1 − (v/c) cos θ
. (92)Îáîçíà÷èì β = v/c è ðàññìîòðèì �óíêöèþ

βappr(β, θ) =
β sin θ

1 − β cos θ
. (93)Íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ θ åå çíà÷åíèÿ βappr(β, 0) = βappr(β, π) = 0, â ñåðåäèíå βappr(β, π/2) = β.Ìàêñèìàëüîå çíà÷åíèå ýòîé �óíêöèè äîñòèãàåòñÿ ïðè θ = arccos(β) è ðàâíî γβ, ãäå ìíîæèòåëü Ëîðåíöà γ =

1/
√

1 − β2. Íåðàâåíñòâî βappr(β, θ) ≥ 1 ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ
sin(θ + π/4) ≥ 1 èëè θl(β) = arcsin

1√
2β

− π

4
≤ θ ≤ 3π

4
− arcsin

1√
2β

= θu(β), (94)ïîýòîìó ñâåðõñâåòîâûå ñêîðîñòè ìîãóò íàáëþäàòüñÿ òîëüêî ïðè β ≥ 1√
2
. �ðàíèöû ïî θ â çàâèñèìîñòè îò β �ïîâåðíóòàÿ è ñìåùåííàÿ ñèíóñîèäà � èçîáðàæåíû íà ðèñ. 7à. �ðà�èêè �óíêöèè βappr(β, θ) â çàâèñèìîñòè îò

0 ≤ θ ≤ π ïðè β = 1/
√

2, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98, 0.99 è 1.0 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 7á. Ïðè β → 1 êðèâûå ïðèáëèæàþòñÿ êïðåäåëüíîé êðèâîé βappr(1, θ) = ctg(θ/2), îäíàêî âñå îíè èñõîäÿò èç íà÷àëüíîé òî÷êè ïðè θ = 0, â òî âðåìÿ êàêïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ îáðàùàåòñÿ â íåé â áåñêîíå÷íîñòü.Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, êàæóùååñÿ ïåðåìåùåíèå èñòî÷íèêà â êàðòèííîé ïëîñêîñòè ìîæåò ïðîèñõî-äèòü ñî ñêîðîñòüþ, áîëüøåé ñâåòîâîé, åñëè ñàì èñòî÷íèê ëåòèò ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñêîðîñòüþ è ïîä äîñòà-òî÷íî ìàëûì óãëîì ê ëèíèè íàáëþäåíèÿ. Åñëè íàáëþäàåòñÿ ïðåâûøåíèå èñòî÷íèêîì ñêîðîñòè ñâåòà â a ðàç, òîìîæíî ïîëó÷èòü ñâÿçü ìåæäó ðåàëüíîé ñêîðîñòüþ èñòî÷íèêà è óãëîì, ïîä êîòîðûì îí ëåòèò ê íàáëþäàòåëþ:
β =

a

a cos θ + sin θ
. (95)3. Ôîðìà ëåòÿùåé ñ�åðû. Â ýòîì ïóíêòå îáñóäèì, êàê ïðîÿâëÿåòñÿ ëîðåíöåâî ñîêðàùåíèå.Ñîãëàñíî �îðìóëàì ïóíêòà 3 � 2 ðàçìåð ïðåäìåòà â íàïðàâëåíèè åãî äâèæåíèÿ ñîêðàùàåòñÿ, à â ïåðïåíäè-êóëÿðíîì � îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñ�åðû. Ïóñòü ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè ñ�åðûâ ñîïóòñòâóþùåé åé ñèñòåìå îòñ÷åòà (ýòî åå ñîáñòâåííàÿ ñèñòåìà) ~r ′. Óðàâíåíèå òî÷åê ñ�åðû â ýòîé ñèñòå-ìå |~r ′| = R. Åñëè ñ�åðà äâèæåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ ñî ñêîðîñòüþ ~V = V ~e, òîåå óðàâíåíèå â åãî ñèñòåìå áóäåò äðóãèì. Äåéñòâèòåëüíî, â ìîìåíò t′ òî÷êå ~r ′ ñîîòâåòñòâóåò ÷åòûðåõìåðíûéâåêòîð r′ = {ct′, ~r ′}. Â ñèñòåìå íàáëþäàòåëÿ ðàññìàòðèâàåìûé âåêòîð ïðåîáðàçóåòñÿ â r = {ct, ~r}. Âûðàæåíèåøòðèõîâàííûõ êîîðäèíàò ÷åðåç íåøòðèõîâàííûå ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà çàäàåòñÿ �îðìóëîé

~r ′ = ~r − ΓV ~e t+ (Γ − 1)(~e · ~r)~e = ~r − (~e · ~r)~e+ Γ(~e · ~r − V t)~e. (96)Âòîðîå âûðàæåíèå ðàçáèòî íà âåêòîðû, ïåðïåíäèêóëÿðíûé è ïàðàëëåëüíûé âåêòîðó ~e. Âîçâåäÿ â êâàäðàò ýòîâòîðîå âûðàæåíèå è ïðèðàâíÿâ åãî êâàäðàòó ~r′, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ëåòÿùåé ñ�åðû:
[~r − (~e · ~r)~e]2 + Γ2(~e · ~r − V t)2 = R2. (97)16



Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ñ�åðîèä (ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ), ó êîòîðîãî â ïåðïåíäèêóëÿðíîìñêîðîñòè äâèæåíèÿ ñ�åðû íàïðàâëåíèè ïîëóîñè ðàâíû åå ðàäèóñó R, à â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ (è ñ�åðû èñ�åðîèäà) ïîëóîñü ñîêðàùåíà è ðàâíà R/Γ.Áîëåå 50 ëåò ïîñëå ñîçäàíèÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè ñ÷èòàëîñü, ÷òî íàáëþäàòåëü è óâèäèò âìåñòî ñ�åðûñ�åðîèä. Ïî-âèäèìîìó, òàê äóìàë è Ýéíøòåéí. Ëèøü â 1959 ãîäó áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå [98℄, ÷òî íàáëþäàòåëüíå èçìåðÿåò ðàçìåðû ëåòÿùåé ñ�åðû, êàê ýòî îïèñàíî â óêàçàííîì âûøå ïóíêòå, à âîñïðèíèìàåò åå ÷åðåçèçëó÷åíèå, òî åñòü êàê ñâåòÿùèéñÿ ïðåäìåò. Èçëîæåíèå èñòîðèè è èíòåðïðåòàöèÿ ÿâëåíèÿ äàíû â ñòàòüå [68℄.Âûÿñíèì, êàê âèäÿò ñ�åðó íàáëþäàòåëè. Ïîñêîëüêó â ïåðïåíäèêóëÿðíîì äâèæåíèþ íàïðàâëåíèè ñîêðà-ùåíèÿ ðàññòîÿíèé íå ïðîèñõîäèò, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òî÷êè ñ�åðû, ëåæàùèå â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~e è ~l ′, àçíà÷èò è ~l. Íî ïðåæäå ââåäåì â óêàçàííîé ïëîñêîñòè (íàçîâåì åå ïëîñêîñòüþ àáåððàöèè) íåñêîëüêî áàçèñîâ èóñòàíîâèì ìåæäó íèìè ñâÿçè.4. Áàçèñû â ïëîñêîñòè àáåððàöèè. Ââåäåì â ýòîé ïëîñêîñòè îðòîãîíàëüíûé áàçèñ, âçÿâ â êà÷åñòâå îäíîãî èçîðòîâ âåêòîð ~e, à â êà÷åñòâå âòîðîãî ïåðïåíäèêóëÿðíûé åìó
~e⊥ =

~l ′ − cos θ′~e

sin θ′
=
~l − cos θ~e

sin θ
. (98)Âîçìîæíîñòü äâîéíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýòîãî âåêòîðà äîêàçûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóë àáåððàöèè. Îðòû, ïåð-ïåíäèêóëÿðíûå âåêòîðàì ~l ′ è ~l, òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëîæåíèé ïî ââåäåííîìó áàçèñó:

~l ′⊥ = sin θ′~e− cos θ′~e⊥, ~l⊥ = sin θ~e− cos θ~e⊥. (99)Ñ ïîìîùüþ �îðìóë àáåððàöèè (84) ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
cos θ′ + Γ

V

c
sin θ′ sin θ = cos θ. (100)Ýòî òîæäåñòâî ïîçâîëÿåò âûâåñòè ñîîòíîøåíèå ìåæäó âåêòîðàìè:

~l ′⊥ − sin θ′~e+ Γ sin θ′
(

~e− V

c
sin θ′~l

)

= ~l⊥. (101)5. Âîñïðèÿòèå ñ�åðû íàáëþäàòåëÿìè. Ïóñòü ñ�åðà âñå âðåìÿ ñâåòèòñÿ îäèíàêîâî. Çà�èêñèðóåì îäíó òî÷êóíà ñ�åðå (òî÷íåå, íà îêðóæíîñòè � ñå÷åíèè ñ�åðû ïëîñêîñòüþ àáåððàöèè) ~r ′
0 = R~n, |~n| = 1. Ïîñìîòðèì,îòëè÷àþòñÿ ëè âîñïðèÿòèÿ ëåòÿùåé ñ�åðû äâóìÿ íàáëþäàòåëÿìè, îäèí èç êîòîðûõ ëåòèò âìåñòå ñ íåé, íàçîâåìåãî ëåòÿùèì, à äðóãîé â ïîëåòå íå ó÷àñòâóåò, íàçîâåì åãî ñòîðîííèì.Íàáëþäàòåëü âîñïðèíèìàåò â êàæäûé ìîìåíò òå �îòîíû, êîòîðûå äîøëè äî íåãî â ýòîò ìîìåíò, à çíà÷èòâûøëè îò ñ�åðû íå îäíîâðåìåííî, à â çàâèñèìîñòè îò ìåñòà âûõîäà. Ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî âñå îíè âûõîäÿòîäíîâðåìåííî ñ �îòîíîì, êîòîðûé âûëåòåë áû èç öåíòðà ñ�åðû, íî ïðîõîäÿò ðàçíûå ïóòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîìóòðåáîâàíèþ óäîâëåòâîðÿåò çíà÷åíèå

ct′0 = ~r ′
0 ·~l ′ = R~n ·~l ′. (102)Îáîçíà÷èì

~r ′
∗ = ~r ′

0 − c~l ′t′0 = R
(

~n− (~l ′ · ~n)~l ′
)

. (103)Ýòîò âåêòîð îðòîãîíàëåí âåêòîðó ~l ′ è, çíà÷èò,
~r ′
∗ = r′∗~l

′
⊥. (104)Ïðîåêöèÿ r′∗ ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíîé, òàê è îòðèöàòåëüíîé.Òðàåêòîðèÿ �îòîíîâ, êîòîðûå äîñòèãíóò ëåòÿùåãî íàáëþäàòåëÿ, â ñèñòåìå, ñîïóòñòâóùåé ñ�åðå, òàêîâà:

~r ′ph = R~n+ c~l ′(t′ph − t′0) = ~r ′
∗ + c~l ′t′ph = r′∗~l

′
⊥ + c~l ′t′ph. (105)Ìîìåíò ïðèõîäà �îòîíîâ ê íàáëþäàòåëþ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðîåöèðîâàíèè âåêòîðà (105) íà íàïðàâëåíèå èõ äâè-æåíèÿ:

ct′ph = ~l ′ · ~r ′ph = R~n ·~l ′ + ct′ph − ct′0, (106)à íàáëþäàåìàÿ �îðìà ýòîãî âåêòîðà � ýòî ïðîåêöèÿ åãî íà êàðòèííóþ ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ âåêòîðó
~l ′, òî åñòü

~r ′ph ·~l ′⊥ = ~r ′
∗ ·~l ′⊥ = r′∗. (107)Ñîñòàâèâ ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð äëÿ òðàåêòîðèè �îòîíîâ â øòðèõîâàííîé ñèñòåìå

r ′ph = {ct′ph, ~r ′
∗ + c~l ′t′ph} (108)17



è ïðèìåíèâ ê íåìó ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð â íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå r ph =
{ctph, ~rph}, ãäå

ctph = Γ

(

ct′ph +
V

c
~e · ~r ′

∗ + V (~e ·~l′)t′ph) , ~rph = ~r ′
∗ + c~l ′t′ph + ΓV ~e t′ph + (Γ − 1)(~e · ~r ′

∗ + c~e ·~l ′t′ph)~e. (109)Ñîîòíîøåíèå ìåæäó âðåìåíàìè â äâóõ ñèñòåìàõ ïîëó÷àåòñÿ òàêèì:
t′ph =

tph − ΓV ~e · ~r ′
∗/c

2

Γ(1 + V cos θ/c)
, (110)òàê ÷òî òðàåêòîðèÿ �îòîíîâ â íåøòðèõîâàííîé ñèñòåìå â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â òîé æå ñèñòåìå äàåòñÿâûðàæåíèåì

~rph = ~r ′
∗ + (Γ − 1)(~e · ~r ′

∗)~e+ c~l

(

tph − Γ
V

c2
~e · ~r ′

∗

)

, (111)ïðè âûâîäå êîòîðîãî èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå (80) ìåæäó âåêòîðàìè ~l è ~l ′. Çàïèñàâ âåêòîð (111) â âèäå
~rph = ~r∗ + c~l tph, (112)äëÿ âåêòîðà ~r∗ ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (101)

~r∗ = ~r ′
∗ + (Γ − 1)(~e · ~r ′

∗)~e− c~lΓ
V

c2
~e · ~r ′

∗ = r ′
∗

[

~l ′⊥ + (Γ − 1)(~e ·~l ′⊥)~e− Γ
V

c
(~e ·~l ′⊥)~l

]

= r′∗~l⊥. (113)
~r0

~l⊥~r ′
0

~r∗

~l ′⊥~r ′
∗
π/2 − θ′

π/2 − θ
~e ~e

θ′ θ

~l

~e⊥ ~l ′ ~e⊥�èñ. 8. Ïîâîðîò ðàäèóñà ëåòÿùåé ñ�åðû.Òàêèì îáðàçîì, ñòîðîííèé íàáëþäàòåëü óâèäèò ïðîåêöèþ îïðåäåëåííîãî ðàäèóñà ëåòÿùåé ñ�åðû òî÷íîòàêîãî æå ðàçìåðà, ÷òî è íàáëþäàþùèé çà íåïîäâèæíîé ñ�åðîé. Ïðè ýòîì áîëåå óäàëåííûå ÷àñòè ñ�åðû ïîøëþòñâîé ñèãíàë ðàíüøå, à èìåííî, òî÷êà íà ðàäèóñå, ñîñòàâëÿþùåì îïðåäåëåííûé óãîë ñ âåêòîðîì íàáëþäåíèÿ âñîïóòñòâóþùåé ñ�åðå ñèñòåìå, áóäåò âîñïðèíèìàòüñÿ ñòîðîííèì íàáëþäàòåëåì êàê òî÷êà íà ðàäèóñå ñ òåì æåóãëîì, íî ïî îòíîøåíèþ ê âåêòîðó åãî íàáëþäåíèÿ. Ñòîðîííèé íàáëþäàòåëü óâèäèò òî÷íî òàêóþ æå êàðòèíó,÷òî è ëåòÿùèé âìåñòå ñî ñ�åðîé. Âñÿ êàðòèíà, òî åñòü ñ�åðà ñ èñõîäÿùèìè îò íåå ëó÷àìè, ïðîñòî ïîâåðíåòñÿíà óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~l ′ è ~l, òî åñòü íà óãîë θ′ − θ â ñîîòâåòñòâèè ñ àáåððàöèåé. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿïîâîðîò Òåððåëÿ.�èñ. 8 îòðàæàåò ïîâîðîò ðàäèóñà ñ�åðû. Ïðèíÿòû çíà÷åíèÿ θ′ = 80◦, V/c = 0.528, òàê ÷òî ïîâîðîò ëèíèéíàáëþäåíèÿ ïðîèçîøåë íà óãîë θ′ − θ = 30◦. Â êà÷åñòâå ïîâîðà÷èâàþùèõñÿ òðåóãîëüíèêîâ âçÿò åãèïåòñêèéñî ñòîðîíàìè 3, 4 è 5. Íà ðèñ. 9 èçîáðàæåíî, êàê ïîâîðà÷èâàåòñÿ ñ�åðà ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè ïîâîðîòà äëÿëåòÿùåãî âìåñòå ñ íåé è íåïîäâèæíîãî íàáëþäàòåëåé.Çàäà÷è ê ãëàâåÇàäà÷à. Âûâåñòè �îðìóëû àáåððàöèè èç �îðìóë, îïèñûâàþùèõ ý��åêò Äîïëåðà.�åøåíèå. Èç âçàèìíî îáðàòíûõ �îðìóë (72) è (73) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå
(1 − V cos θ/c)(1 + V cos θ′/c) = 1/Γ2 = 1 − V 2/c2 (114)18



�èñ. 9. Ïîâîðîò ëåòÿùåé ñ�åðû.èëè
cos θ′ − cos θ + V (1 − cos θ′ cos θ)/c = 0. (115)Îòñþäà ëåãêî âûâåñòè âçàèìíî îáðàòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîñèíóñîâ, à çàòåì è äëÿ ñèíóñîâ (84).Çàäà÷à. Âûâåñòè �îðìóëó àáåððàöèè (80) èç �îðìóëû ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé.�åøåíèå. Ïîëîæèâ â �îðìóëå (21) ~v = c~l è ~v ′ = c~l ′, ïîëó÷èì âûðàæåíèå
~l =

~l ′ + V ~e/c+ (1 − 1/Γ)~e× (~e×~l ′
1 + V ~e ·~l ′/c

, (116)êîòîðîå ïîñëå íåáîëüøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâîäèòñÿ ê (80).Çàäà÷à. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà (100) è (101).�åøåíèå. Çàìåíèâ âñå øòðèõîâàííûå �óíêöèè èõ âûðàæåíèÿìè ÷åðåç íåøòðèõîâàííûå, ïîëó÷èì ïåðâîåðàâåíñòâî:
cos θ − V/c

1 − V cos θ/c
+ Γ

V

c
sin θ

sin θ

Γ(1 − V cos θ/c)
=

cos θ − V (1 − sin2 θ)/c

1 − V cos θ
= cos θ. (117)Âòîðîå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

~l ′⊥ + (Γ − 1)(~e ·~l ′⊥)~e− Γ
V

c
(~e ·~l ′⊥)~l = sin θ′~e− cos θ′~e⊥ + (Γ − 1) sin θ′~e− Γ

V

c
sin θ′(cos θ~e+ sin θ~e⊥) =

= Γ sin θ′
(

1 − V

c
cos θ

)

~e− ~e⊥

(

cos θ′ + Γ
V

c
sin θ′ sin θ

)

= sin θ~e− cos θ~e⊥ = ~l⊥. (118)Çàäà÷à. Äâà áëîáà ñ èí�ðàñâåòîâûìè ñêîðîñòÿìè ëåòÿò âäîëü îäíîé ïðÿìîé. Ïåðâîíà÷àëüíîå ðàññòîÿíèåìåæäó íèìè d. Íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ îòíîñèòåëüíûõ ñêîðîñòåé áëîáîâ è çàêîí èçìåíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäóíèìè.�åøåíèå. Ïðåäñòàâèì ñêîðîñòü êàæäîãî áëîáà â âèäå
v

c
= 1 −

(

1 − v

c

)

= 1 − 1 − v2/c2

1 + v/c
∼ 1 − 1

2γ2
. (119)Òîãäà îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ïðè äâèæåíèè íàâñòðå÷ó ñîãëàñíî (64)

v1 2 = c
γ1γ2

2γ1γ2
2 = c, (120)à ïðè äâèæåíèè â îäíîì íàïðàâëåíèè

v1 2 = c
γ2
1 − γ2

2

γ2
1 + γ2

2

. (121)Çàäà÷à. Êîñìè÷åñêèé êîðàáëü ìàññîé â 1 òîííó ðàçãîíÿåòñÿ äî ñêîðîñòè V . Êàêóþ ýíåðãèþ òðåáóåòñÿ çàòðà-òèòü íà ýòî?Çàäà÷à èç �ûáèöêîãî è Ëàéòìàíà. Òåëî ìàññîé â 70 êã ðàçãîíÿåòñÿ çà ñ÷åò ïðèëîæåííîãî ê íåìó ïîñòîÿííîãîóñêîðåíèÿ 10 ì/ñ2 â òå÷åíèå 10 ëåò. Êàêàÿ ïðè ýòîì áóäåò çàòðà÷åíà ýíåðãèÿ? Åñëè ðàçîãíàííîå òåëî ïîâåðíåòè åùå 10 ëåò áóäåò âîçâðàùàòüñÿ ñ òåì æå óñêîðåíèåì, òî êàêîé âûèãðûø âî âðåìåíè îíî ïîëó÷èò?19



�ëàâà II. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ èçëó÷åíèÿ� 1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà è èõ ñëåäñòâèÿ1. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà. Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñðåäà íåìàãíèòíàÿ, òàê ÷òîâåêòîðû ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè ~H è ìàãíèòíîé èíäóêöèè ~B ñîâïàäàþò. Ïàðà óðàâíåíèé, íå ñîäåðæàùèõçàðÿäîâ è òîêîâ, èìååò âèä [29℄
div ~H = 0, rot ~E = −∂

~H

∂t
. (1)Ïåðâîå èç íèõ îòðàæàåò îòñóòñòâèå ìàãíèòíûõ çàðÿäîâ, âòîðîå ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì çàêîíà Ôàðàäåÿ, ïî êî-òîðîìó èçìåíåíèå ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè ïîðîæäàåò ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå.Â òî æå âðåìÿ ïðèíèìàåì, ÷òî ñðåäà ìîæåò îáëàäàòü äèýëåêòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ò. å. çàäàåòñÿ äèýëåê-òðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ε, òàê ÷òî âòîðàÿ ïàðà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà çàïèñûâàåòñÿ òàê [29℄:

div ~E = 4
π

ε
ρ, rot ~H =

ε

c

∂ ~E

∂t
+

4π

c
~. (2)Çäåñü ρ(~r, t) � ïëîòíîñòü çàðÿäà, à ~(~r, t) � ïëîòíîñòü òîêà. Ýòè âåëè÷èíû ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè è óäîâëåòâî-ðÿþò óðàâíåíèþ íåðàçðûâíîñòè

∂ρ

∂t
+ div~ = 0, (3)êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêîå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà ñîïðîâîæäàåòñÿ âîçíèêíîâåíèåì òîêà, ò. å. çàðÿäìîæåò òîëüêî ïåðåòåêàòü èç îäíîãî ìåñòà â ïðîñòðàíñòâå â äðóãîå. Åñëè âçÿòü äèâåðãåíöèþ îò âòîðîãî óðàâ-íåíèÿ â (2) è â ðåçóëüòàò ïîäñòàâèòü ïåðâîå, òî óáåäèìñÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñîãëàñóþòñÿ 
 óðàâíåíèåìíåðàçðûâíîñòè.Óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà âîñåìü äëÿ øåñòè èñêîìûõ âåëè÷èí: äâóõ âåêòîðîâ ñ òðåìÿ êîîðäèíàòàìè êàæäûé.Òàêîå êàæóùååñÿ íåñîîòâåòñòâèå îáúÿñíÿåòñÿ òåîðåìîé, äîêàçûâàåìîé, íàïðèìåð, â êíèãå Ï.Ê.�àøåâñêîãî [48℄è óòâåðæäàþùåé, ÷òî âåêòîð ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî ìîæíî âîññòàíîâèòü ïî åãî ðîòîðó èäèâåðãåíöèè.2. Ýíåðãåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå. Óìíîæèì êàæäîå èç óðàâíåíèé ñ ðîòîðîì íàïðÿæåííîñòè íà âåêòîð äðóãîéíàïðÿæåííîñòè è âû÷òåì ïîëó÷àþùèåñÿ ñîîòíîøåíèÿ. Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿ âåêòîðíûì òîæäåñòâîì

div( ~E × ~B) = ~B(rot ~E) − ~E(rot ~B). (4)Òîãäà, åñëè ε íå çàâèñèò îò âðåìåíè, ïîëó÷èòñÿ ñëåäñòâèå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà
1

c

∂W

∂t
+ div ~S = − ~E~, (5)ãäå ïëîòíîñòü ýíåðãèè è âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè (âåêòîð Ïîéíòèíãà)

W =
ε ~E2 + ~H2

4π
, ~S =

c

4π
~E × ~H. (6)Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (5) èìååò âèä óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè, íî â ïðàâîé ñòîèò íå íóëü. Ïðîèçâåäåíèå ~E~åñòü ðàáîòà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàä çàðÿäàìè, ñîçäàþùèìè âíåøíèé òîê.3. Ïîòåíöèàëû. Åñëè ñðåäà îäíîðîäíà è ñòàöèîíàðíà, ò. å. ε íå çàâèñèò íè îò êîîðäèíàò, íè îò âðåìåíè,òî ìîæíî âìåñòî íàïðÿæåííîñòåé ââåñòè íîâûå èñêîìûå �óíêöèè, à èìåííî: ñêàëÿðíûé ϕ è âåêòîðíûé ~Aïîòåíöèàëû. ×åðåç íèõ íàïðÿæåííîñòè âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

~E = −1

c

∂ ~A

∂t
− gradϕ, ~H = rot ~A. (7)Ñ òàêèìè îïðåäåëåíèÿìè óðàâíåíèÿ (1) óäîâëåòâîðÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.Âûáîð ïîòåíöèàëîâ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì. Íåîäíîçíà÷íîñòü ïîòåíöèàëîâ ñâÿçàíà íå òîëüêî ñ òåì, ÷òîõàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èõ ïðîèçâîäíûå è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ïîòåíöèàëàì ìîæíî äîáàâëÿòü ëþ-áûå êîíñòàíòû. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âûðàæåíèÿ (7) íå èçìåíÿòñÿ, åñëè ïîòåíöèàëû çàìåíèòü íà øòðèõîâàííûå,ñâÿçàííûå ñ èñõîäíûìè äîáàâëåíèåì ãðàäèåíòîâ íåêîòîðîé �óíêöèè:

~A′ = ~A− gradχ, ϕ′ = ϕ+
1

c

∂χ

∂t
. (8)20



Ýòî ñâîéñòâî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ãðàäèåíòíîé èëè êàëèáðîâî÷íîé (gauge) èíâàðèàíòíîñòüþ.Âûáîð îïðåäåëåííîé �óíêöèè χ è òåì ñàìûì îïðåäåëåííûõ ïîòåíöèàëîâ íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâêîé.Ïîêàæåì, ÷òî ìîæíî âûáðàòü òàêóþ êàëèáðîâêó, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå
ε

c

∂ϕ

∂t
+ div ~A = 0. (9)Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýòî ñîîòíîøåíèå äëÿ øòðèõîâàííûõ ïîòåíöèàëîâ íå âûïîëíÿåòñÿ, òàê ÷òî

ε

c

∂ϕ′

∂t
+ div ~A′ = b(~r, t) 6= 0. (10)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (8) â (10) è âûáðàâ òàêóþ �óíêöèþ χ, ÷òîáû

ε

c2
∂2χ

∂t2
−△χ = b(~r, t), (11)óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ íåøòðèõîâàííûõ ïîòåíöèàëîâ ñîîòíîøåíèå (9) âûïîëíÿåòñÿ. Íàì íóæíà âñåãî ëèøü îäíà�óíêöèÿ χ. Òàê êàê ïðè ëþáûõ �óíêöèÿõ b(~r, t) ìîæíî íàéòè �óíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (11),òî ê ñîîòíîøåíèþ ìîæíî ïåðåéòè âñåãäà. Êàëèáðîâêà ïîòåíöèàëîâ ñîîòíîøåíèåì (9) íàçûâàåòñÿ êàëèáðîâêîéËîðåíöà, à ñàìî ýòî ñîîòíîøåíèå óñëîâèåì Ëîðåíöà.Íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî êàëèáðîâêà (9) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïîòåíöèàëû. Íàïðÿæåííîñòè íå èçìåíÿòñÿ,åñëè ê �óíêöèè χ äîáàâèòü ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (11).4. Óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ äâóõ îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ â íèõâûðàæåíèÿ (7) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñîîòíîøåíèå (9), íàõîäèì, ÷òî ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè

ε

c2
∂2ϕ

∂t2
−△ϕ =

4π

ε
ρ,

ε

c2
∂2 ~A

∂t2
−△ ~A =

4π

c
~. (12)Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

v =
c√
ε
. (13)Ýòà âåëè÷èíà èìååò ðàçìåðíîñòü ñêîðîñòè, îíà ðàâíà ñêîðîñòè ñâåòà â ñðåäå ñ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ

ε. Ââåäåì òàêæå îïåðàòîð
� =

1

v2

∂2

∂t2
−△, (14)íàçûâàåìûé âîëíîâûì îïåðàòîðîì èëè îïåðàòîðîì Äàëàìáåðà. Òîãäà óðàâíåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ çàïèøóòñÿêîðîòêî

�ϕ =
4π

ε
ρ, � ~A =

4π

c
~. (15)Èòàê, óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ñâåëèñü ê ðåøåíèþ ÷åòûðåõ îäíîòèïíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷åòûðåõ ïîòåíöèàëîâ,ïîä÷èíåííûõ äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ Ëîðåíöà (9).Çàìåòèì, ÷òî åñëè ïîä çíàêîì îïåðàòîðà Äàëàìáåðà ïðèìåíèòü ê ïîòåíöèàëàì óñëîâèå Ëîðåíöà, òî ñïðàâàïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè. Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîóñëîâèå Ëîðåíöà ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ.5. Çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû. Ïðèâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé âèäà (15), êîòîðûåíàçûâàþòñÿ íåîäíîðîäíûìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè. Ïîñêîëüêó îíè èìåþò îäèí è òîò æå âèä

�ϕ = 4πf(~r, t), (16)òî è ðåøåíèÿ èõ ìîæíî çàïèñàòü ñðàçó äëÿ âñåõ. Ýòî ðåøåíèå ñëåäóþùåå:
ϕ(~r, t) =

∫

f(~r ′, t′)

|~r − ~r ′| d
3r′. (17)Ïîÿñíèì ïðèâåäåííóþ �îðìóëó, ñ÷èòàÿ f ïëîòíîñòüþ çàðÿäà. Ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà íà ýëåìåíòîáúåìà ðàâíî çàðÿäó ýòîãî îáúåìà. Òàê êàê ýëåìåíò îáúåìà áåñêîíå÷íî ìàë, åãî ìîæíî ñ÷èòàòü òî÷å÷íûì.Ïîòåíöèàë òî÷å÷íîãî çàðÿäà ðàâåí âåëè÷èíå ýòîãî çàðÿäà, äåëåííîé íà ðàññòîÿíèå îò íåãî äî òî÷êè èçìåðåíèÿ.Íàäî ñëîæèòü ïîòåíöèàëû îò âñåõ çàðÿäîâ, ò. å. âçÿòü èíòåãðàë ïî èõ ðàñïðåäåëåíèþ. Îñîáîãî ïîÿñíåíèÿ òðåáóåòëèøü ìîìåíò âðåìåíè t′, â êîòîðûé íàäî âû÷èñëÿòü ïëîòíîñòü çàðÿäà, ÷òîáû íàáëþäàòåëü ñìîã ïî÷óâñòâîâàòü21



åãî âëèÿíèå â òî÷êå ~r â ìîìåíò âðåìåíè t. Áóäåì íàçûâàòü t′ ìîìåíòîì âëèÿíèÿ. Ýòîò ìîìåíò îïðåäåëÿåòñÿðàâåíñòâîì
|~r − ~r ′| = v (t− t′). (18)�àâåíñòâî (18) èíòåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. ×òîáû ïëîòíîñòü çàðÿäà â òî÷êå ~r′ ïîâëèÿëà íà çíà-÷åíèå ïîòåíöèàëà â òî÷êå ~r â ìîìåíò t, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñèãíàë îò òî÷êè ~r′, äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþ v,âûøåë èç ýòîé òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t′. Òàêèå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ çàïàçäûâàþùèìèïîòåíöèàëàìè.6. Âåêòîðû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïóñòü ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñîçäàåòñÿ è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñâîáîä-íîì ïðîñòðàíñòâå. Â ýòîì ñëó÷àå îïèñûâàþùèì åãî âåëè÷èíàì è ñîîòíîøåíèÿì ìîæíî ïðèäàòü ðåëÿòèâèñòñêèêîâàðèàíòíûé âèä. Íà÷íåì ñ ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà.Èñõîäÿ èç òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî êîëè÷åñòâî çàðÿäà ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîé âåëè÷èíîé, íàïèøåì öåïî÷êóðàâåíñòâ

ρd3r =
ρ

γ
γd3r =

ρ

γ
d3r0. (19)Çäåñü ρ � ïëîòíîñòü çàðÿäà, γ � ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü, ñâÿçûâàþùèé ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé çàðÿäïîêîèòñÿ, ñ äâèæóùåéñÿ ïî îòíîøåíèþ ê íåé ñî ñêîðîñòüþ v =

√

γ2 − 1 /γ. Òàê êàê ñòîÿùèé ñëåâà çàðÿäýëåìåíòàðíîãî îáúåìà è ìíîæèòåëü ñïðàâà d3r0 � ñîáñòâåííûé îáúåì çàðÿäà � ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìèèíâàðèàíòàìè, òî ñêàëÿðîì ÿâëÿåòñÿ è îòíîøåíèå ρ/γ = ρ0, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïëîòíîñòü çàðÿäà â åãîñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.Åñëè óìíîæèòü ýòó ñêàëÿðíóþ âåëè÷èíó íà ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ñêîðîñòè ýëåìåíòàðíîãî çàðÿäà, òî ïî-ëó÷èòñÿ ñíîâà ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð, íàçûâàåìûé âåêòîðîì ïëîòíîñòè çàðÿäà-òîêà èëè êîðî÷å âåêòîðîì òîêà:
j =

ρ

γ
{cγ, ~vγ} = {cρ,~}. (20)�àâåíñòâî íóëþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ ãðàäèåíòà è òîêà

∇j =
∂ρ

∂t
+ ~∇~ = 0 (21)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè.Óðàâíåíèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò ïîòåíöèàëû

�ϕ = 4πρ, �~ =
4π

c
~, (22)ÿâëÿþòñÿ âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííîé ñîñòàâëÿþùèìè îäíîãî ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî

�A =
4π

c
j. (23)Ïîñêîëüêó ñïðàâà ñòîèò ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð, à îïåðàòîð Äàëàìáåðà � ñêàëÿð, òî è ïîòåíöèàëû îáðàçóþòâåêòîð

A = {ϕ, ~A}. (24)Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ãðàäèåíòà íà ýòîò âåêòîð, ðàâíîå íóëþ:
∇A =

1

c

∂ϕ

∂t
+ ~∇ ~A = 0, (25)îòðàæàåò óñëîâèå Ëîðåíöà.Çàìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû òðåõìåðíûõ âåêòîðîâ íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëÿ íå ñî-ñòàâëÿþò ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ, à âñå âìåñòå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè òåíçîðà, ïîýòîìó èõ ïðåîáðàçîâàíèå áîëååñëîæíî. Ïðè ïîìîùè ýòîãî òåíçîðà è óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ìîãóò áûòü çàïèñàíû â ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíîìâèäå (ñì. [29℄). � 2. Èçëó÷åíèå òî÷å÷íîãî çàðÿäà1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü òî÷å÷íûé çàðÿä äâèæåòñÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Åãî ðàäèóñ-âåêòîð âíåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé �óíêöèåé âðåìåíè, îïðåäåëåííîãî â ýòîé ñèñòåìå:

~r = ~r0(t). (26)22



Òîãäà ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè
ρ(~r, t) = e δ(~r − ~r0(t)), ~(~r, t) = ρ(~r, t)~r ′

0(t). (27)Äâèæóùèéñÿ çàðÿä ñîçäàåò âîêðóã ñåáÿ ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå. Íàéäåì åãî.Íà÷íåì ñ îïðåäåëåíèÿ ïîòåíöèàëîâ.Ïóñòü â òî÷êå ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~r íàõîäèòñÿ íàáëþäàòåëü, êîòîðûé èçìåðÿåò ïîòåíöèàëû â ìîìåíò âðå-ìåíè t. Âåëè÷èíû ~r è t ñ÷èòàåì �èêñèðîâàííûìè.
. ~R0

~r0(t1) ~r�èñ. 1. �åîìåòðèÿ èçëó÷åíèÿ çàðÿäà.Ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîðîäíûìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè (15), êîòîðûå ïðè ε = 1 ïðèíèìàþò âèä
�ϕ = 4πρ, � ~A =

4π

c
~. (28)Èõ ðåøåíèÿ � çàïàçäûâàþùèå ïîòåíöèàëû, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè âèäà (17):

ϕ =

∫

ρ (~r1, t1)
d3r′

|~r − ~r1|
, ~A =

1

c

∫

~ (~r1, t1)
d3r1

|~r − ~r1|
. (29)Çäåñü âðåìÿ t1 � âðåìÿ âëèÿíèÿ, êîòîðîå ìåíüøå âðåìåíè íàáëþäåíèÿ t, òàê êàê ñèãíàë îò èñòî÷íèêà ïîëÿ äîíàáëþäàòåëÿ äîëæåí óñïåòü äîéòè ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ðàâíîé ñêîðîñòè ñâåòà. Òàêèì îáðàçîì, â (29)ìîìåíò âðåìåíè t1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

c (t− t1) = |~r − ~r1|. (30)Ýòè îáùèå �îðìóëû íàäî ïðèìåíèòü ê ñëó÷àþ òî÷å÷íîãî çàðÿäà, ò. å. ïîäñòàâèòü òóäà âûðàæåíèÿ (27). Òîãäàäëÿ ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ïîëó÷èòñÿ
ϕ(~r, t) = e

∫

δ(~r1 − ~r0(t1))
d3r1

|~r − ~r1|
. (31)Ïîñêîëüêó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ñòîèò δ-�óíêöèÿ, òî �àêòè÷åñêè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t èíòåãðàë äîëæåíáðàòüñÿ ïî îäíîé òî÷êå, à ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò âëèÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

c (t− t01) = |~r − ~r0(t
0
1)|. (32)Ïîýòîìó ìîæíî âûíåñòè çíà÷åíèå çíàìåíàòåëÿ â (31) â ýòîé òî÷êå è íàïèñàòü

ϕ(~r, t) =
e

R0(~r, t01)
I, I =

∫

δ(~r1 − ~r0(t1))d
3r1. (33)ãäå ââåäåí âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ïîëîæåíèå çàðÿäà â ìîìåíò âëèÿíèÿ ñ ïîëîæåíèåì íàáëþäàòåëÿ (ñì. ðèñ. 1):

~R0 = ~R0(~r, t
0
1) = ~r − ~r0(t

0
1), R0 = R0(~r, t

0
1) = |~R0| = |~r − ~r0(t

0
1)|. (34)Òî÷íî òàê æå â èíòåãðàëå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ìîæíî âûíåñòè äâà ìíîæèòåëÿ è ïîëó÷èòü

~A(~r, t) =
e

R0
~r ′

0(t
0
1) I. (35)Òàêèì îáðàçîì, äåëî ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ îäíîãî èíòåãðàëà îò δ-�óíêöèè. Îäíàêî, ýòîò èíòåãðàë ðàâåíåäèíèöå, òîëüêî åñëè âåëè÷èíà ~r0 ïîñòîÿííà, ò. å. äëÿ íåïîäâèæíîãî çàðÿäà. Â ñëó÷àå äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà ýòîíå òàê. 23



2. Âû÷èñëåíèå ïîòåíöèàëîâ. Íàì íàäî âû÷èñëèòü èíòåãðàë â (33) ïðè óñëîâèè (32). Ââèäó âàæíîñòè ðåçóëü-òàòà è íåòðèâèàëüíîñòè åãî ïîëó÷åíèÿ ìû äàäèì íåñêîëüêî ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ óêàçàííîãî èíòåãðàëà.1) Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ
~r1 − ~r0(t− |~r − ~r1|/c) = ~r2. (36)Äàëåå íàäî íàéòè ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ÿêîáèàíà èíòåãðàë îò δ-�óíêöèè áåðåòñÿ ïðîñòî.2) �åëÿòèâèñòñêèå ñîîáðàæåíèÿ. �åëÿòèâèñòñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, èñõîäÿ èç òàêíàçûâàåìûõ ðåëÿòèâèñòñêèõ ñîîáðàæåíèé, à èìåííî, èç äâóõ ñëåäóþùèõ òðåáîâàíèé. Âî-ïåðâûõ, ñêàëÿðíûé èâåêòîðíûé ïîòåíöèàëû âìåñòå äîëæíû ñîñòàâëÿòü ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð. Âî-âòîðûõ, â ïðåäåëå íåïîäâèæíîãîçàðÿäà äîëæåí ïîëó÷àòüñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò:

ϕ =
e

R0
, ~A = 0. (37)Èñêîìûå âûðàæåíèÿ íàäî ñêîíñòðóèðîâàòü èç èìåþùèõñÿ ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ. Òàêèõ âåêòîðîâ ó íàñ äâà.Ýòî âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè âëèÿíèÿ çàðÿäà

R0 = {c (t− t01), ~r − ~r0(t
0
1)} = {R0, ~R0} (38)è âåêòîð ñêîðîñòè çàðÿäà

v = c{γ0 , γ0
~β}, ~β =

~v

c
. (39)Ïåðâûé âåêòîð íóëåâîé, òàê êàê îí îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå ñèãíàëà, êîòîðîå ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà.Âòîðîé âåêòîð âðåìåíèïîäîáåí, êàê è äîëæíî áûòü äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè, òàê êàê

γ0 = (1 − β2)−1/2. (40)Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð ïîòåíöèàëîâ
A = {ϕ, ~A} (41)äîëæåí áûòü ïðîïîðöèîíàëåí âåêòîðó ñêîðîñòè, èáî ó îáîèõ ýòèõ âåêòîðîâ â ñëó÷àå íåïîäâèæíîãî çàðÿäà ïðî-ñòðàíñòâåííûå ñîñòàâëÿþùèå îáðàùàþòñÿ â íóëè. Â çíàìåíàòåëü æå íàäî ïîìåñòèòü âûðàæåíèå, îáðàùàþùååñÿâ ýòîì æå ñëó÷àå â R0. Òàêèì âûðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ v è R0. Îêîí÷àòåëüíîïîëó÷àåì

A =
e

v R0

v =
e

s
{1, ~β}, s = R0 − ~β ~R0. (42)3) Íàãëÿäíîå ðàññóæäåíèå. Íàêîíåö, ïîñëåäíèé ñïîñîá âûâîäà � íàèìåíåå �îðìàëüíûé èç âñåõ. Óðàâíåíèå(30) çàäàåò â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t1 ñ�åðó ðàäèóñîì c(t−t1) ñ öåíòðîì â òî÷êå ~r. Åñëè ñ�åðà ïðîõîäèò ÷åðåççàðÿä, ýòà òî÷êà çàðÿäà âíîñèò âêëàä â èíòåãðàë (33). Ñ�åðà âëèÿíèÿ ñõîäèòñÿ ê íàáëþäàòåëþ ñî ñêîðîñòüþñâåòà, à çàðÿä äâèæåòñÿ ñ ìåíüøåé ñêîðîñòüþ v. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ïîëîæåíèÿ ñ�åðû âëèÿíèÿ è çàðÿäà äî èïîñëå èõ ïåðåñå÷åíèÿ. �èñóíîê äîïóñêàåò äâèæåíèå çàðÿäà â îáå ñòîðîíû.Äëÿ íàãëÿäíîñòè âûâîäà îòêàæåìñÿ îò òî÷å÷íîñòè çàðÿäà. Ïóñòü çàðÿä èìååò ïîñòîÿííîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèåè äëèíó a, à ñêîðîñòü åãî íàïðàâëåíà ïðÿìî íà íàáëþäàòåëÿ. Â êàêîé-òî ìîìåíò ñ�åðà äîãîíèò çàðÿä, ò. å.êîñíåòñÿ åãî çàäíåãî ñå÷åíèÿ, à ïîòîì ïåðåãîíèò åãî, ò. å. êîñíåòñÿ ïåðåäíåãî åãî ñå÷åíèÿ (ðèñ. 3). Âêëàä âèíòåãðàë çàðÿä áóäåò äàâàòü òîëüêî â òå ìîìåíòû, êîãäà ñ�åðà åãî ïåðåñåêàåò. Åñëè áû çàðÿä áûë íåïîäâèæåí,ýòîò ïðîìåæóòîê âðåìåíè áûë áû ðàâåí a/c. Èç-çà äâèæåíèÿ çàðÿäà â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è ñ�åðà, ïðîìåæóòîêâðåìåíè âëèÿíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò âëèÿíèå çàðÿäà, ÷åðåç b. Òîãäàçà îäíî è òî æå âðåìÿ çàðÿä ïðîõîäèò ðàññòîÿíèå b − a, à ñ�åðà b. Ïîäåëèâ ýòè ðàññòîÿíèÿ íà ñêîðîñòè èïðèðàâíÿâ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷èì

b

c
=
b− a

v
,

b

a
=

1

1 − v/c
. (43)Ýòî êàê ðàç òîò äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü, íà êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ âåëè÷èíà èíòåãðàëà â (33) îò åäèíèöû,òàê êàê v � ýòî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè çàðÿäà íà íàïðàâëåíèå íà íàáëþäàòåëÿ.Àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé, êîãäà çàðÿä äâèæåòñÿ îò íàáëþäàòåëÿ íàâñòðå÷óñ�åðå (ðèñ. 4). Òîãäà ïîëó÷àþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

b

c
=
a− b

v
,
b

a
=

1

1 + v/c
. (44)24



....

�èñ. 2. Ïåðåñå÷åíèå çàðÿäà ñ�åðîé âëèÿíèÿ.
�èñ. 3. Äâèæåíèå çàðÿäà è ñ�åðû �èñ. 4. Äâèæåíèå çàðÿäàâ îäíîì íàïðàâëåíèè. íàâñòðå÷ó ñ�åðå.Çäåñü v � ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè çàðÿäà íà íàïðàâëåíèå îò íàáëþäàòåëÿ, òàê ÷òî �îðìóëà �àêòè÷åñêè òà æå.Ìû ñ÷èòàëè çàðÿä íåòî÷å÷íûì. Îäíàêî ïîïðàâî÷íûé ìíîæèòåëü íå çàâèñèò îò a è îñòàåòñÿ òåì æå ïðè

a→ 0.Èòàê, ïîòåíöèàëû òî÷å÷íîãî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà, íàçûâàåìûå îáû÷íî ïîòåíöèàëàìè Ëèåíàðà�Âèõåðòà,îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (42) èëè ïîäðîáíåå
ϕ(~r, t) =

e

s
, ~A =

e~r0
′(t1)

c s
, s = R0(~r, t1) − ~r ′

0(t1) ~R0(~r, t1)/c. (45)Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ó àðãóìåíòà t01, îïðåäåëÿåìîãî (32), îïóùåí íîëèê, ò. å.
c(t− t1) = R0(~r, t1). (46)Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ �îðìóë äëÿ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî íàéòè íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé.Ýòè íàïðÿæåííîñòè ñîñòîÿò êàæäàÿ èç äâóõ ñëàãàåìûõ, íàçîâåì èõ äëÿ êðàòêîñòè ïåðâûå è âòîðûå. Ïðâûå íåñîäåðæàò óñêîðåíèÿ çàðÿäà, â òî âðåìÿ êàê âòîðûå, íàïðîòèâ, ïðîïîðöèíàëüíû âåëè÷èíå óñêîðåíèÿ. Ïåðâûåóáûâàþò ñ ðàññòîÿíèåì îò çàðÿäà R0 êàê 1/R2
0, âòîðûå � êàê 1/R0. ßñíî, ÷òî òîëüêî ýòè âòîðûå ñëàãàåìûåñîñòàâëÿþò ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Èìåííî îíè îïðåäåëÿåò òî, ÷òî íàçûâàåòñÿ èçëó-÷åíèåì, ò. å. ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû, îòîðâàâøèåñÿ îò ñâîèõ èñòî÷íèêîâ è óíîñÿùèå èçëó÷àåìóþ èìè ýíåðãèþè èìïóëüñ. Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò èçëó÷åíèå çàðÿäà, íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ è íàïðÿæåííîñòåéíà áîëüøèõ ðàñòîÿíèÿõ îò íåãî.3. Ïîòåíöèàëû òî÷å÷íîãî çàðÿäà íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ïóñòü çàðÿä äâèæåòñÿ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîéîáëàñòè ðàçìåðîì a. Âûáåðåì â ýòîé îáëàñòè �èêñèðîâàííóþ òî÷êó ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~rc. Âåêòîð, èäóùèéèç ýòîé òî÷êè ê íàáëþäàòåëþ, îáîçíà÷èì

~R = ~r − ~rc. (47)Ââåäåì âåêòîð ñìåùåíèÿ çàðÿäà îò �èêñèðîâàííîé òî÷êè
~x = ~x(t1) = ~r0 − ~rc = ~R0 − ~R. (48)ßñíî, ÷òî |~x| ≤ a, ~R = ~R0−~x è ~β =

1

c
~r ′

0(t1) =
1

c
~x ′(t1), ~β′(t1) =

1

c
~r ′′

0 (t1) =
1

c
~x ′′(t1) =

1

c
~w, ãäå ~w = ~w(t1) � âåêòîðóñêîðåíèÿ çàðÿäà. 25



Îáîçíà÷èì åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ îò òîé æå òî÷êè ê íàáëþäàòåëþ ÷åðåç
~n =

~R

R
. (49)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåð îáëàñòè ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì äî íàáëþäàòåëÿ, ò. å. |~x| ≤ a ≪ ~R. Ýòî èîçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò çàðÿäà. Òîãäà

R0 =

√

R2 + ~x2 − 2 ~R~x = R
√

1 − 2 (~x/R)~n+ (~x/R)2 ≈ R [1 − (~x/R)~n] = R − ~x~n. (50)Ïîýòîìó
~R0

R0
=

~R − ~x

R0
≈ ~n. (51)Ìîæíî ââåñòè çàïàçäûâàþùåå âðåìÿ T , íå çàâèñÿùåå îò ïîëîæåíèÿ çàðÿäà:

R = c (t− T ). (52)Òîãäà èç (46), (50) è (52) ñëåäóåò, ÷òî íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ
t1 −

1

c
~n~x = T = t− R

c
. (53)Âðåìÿ T òå÷åò òàê æå, êàê è t, òîëüêî ñî ñìåùåíèåì íà R/c. Èç (53) âûòåêàþò êàê ñâÿçü ìåæäó âðåìåíàìè t è

t1, òàê è âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòà t1. Äåéñòâèòåëüíî,
dt1

(

1 − ~n ~β
)

= dt, ~∇t1
(

1 − ~n ~β
)

= −~n
c
, (54)îòêóäà

∂t1
∂t

=
1

1 − ~n ~β
,

∂t

∂t1
= 1 − ~n ~β , ~∇t1 = −~n

c

1

1 − ~n ~β
. (55)Ïðè âûâîäå �îðìóë äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ íàïðÿæåííîñòåé, îïðåäåëÿþùèõ èçëó÷åíèå, ïðè íàõîæäåíèè ýëåê-òðîìàãíèòíûõ âåëè÷èí äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ãëàâíûìè ñëàãàåìûìè, óáûâàþùèìè êàê 1/R0 èëè, ÷òî òî æåñàìîå, êàê 1/R. Ïîýòîìó âñå ñëàãàåìûå, óáûâàþùèå áûñòðåå, ìû áóäåì îòáðàñûâàòü. Â ÷àñòíîñòè, â �îðìóëàõ(42) äëÿ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî çàìåíèòü ~R0 íà ~R è çàïèñàòü ýòè �îðìóëû â âèäå

ϕ(t1) =
e

R− ~R ~β(t1)
, ~A =

e ~β(t1)

R− ~R ~β(t1)
(56)èëè

ϕ(t1) =
e

R

1

1 − ~n ~β(t1)
, ~A(t1) =

e

R

~β(t1)

1 − ~n ~β(t1)
. (57)Òåïåðü âðåìÿ t1 â âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ âõîäèò òîëüêî ÷åðåç àðãóìåíò ñêîðîñòè ~β. Çàìåòèì, ÷òî ïîòåí-öèàëû ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

ϕ(t1) =
e

R
+ ~n ~A(t1). (58)Åùå îäíî óïðîùåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðè íàõîæäåíèè ãðàäèåíòà íå íóæíî äè��åðåíöèðîâàòüïî êîîðäèíàòàì íåïîñðåäñòâåííî, òàê êàê òàêîå äè��åðåíöèðîâàíèå âñåãäà óâåëè÷èâàåò ñêîðîñòü óáûâàíèÿäè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè ñ R. Äåéñòâèòåëüíî,

~∇rα = α~r rα−1. (59)Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âû÷èñëåíèè ãðàäèåíòà äîñòàòî÷íî íàõîäèòü ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì òîëüêî ÷åðåçâðåìÿ t1, ò. å. ìîæíî ïðèíÿòü
~∇ = ~∇t1

∂

∂t1
= −~n

c

1

1 − ~n ~β

∂

∂t1
. (60)Ïðèâåäåííûå óïðîùåííûå �îðìóëû âçÿòèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîçâîëÿþò âûâåñòè åùå íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿìåæäó õàðàêòåðèñòèêàìè ïîëÿ. Íàïðèìåð, êîìáèíàöèÿ (60) è (55) äàåò

~∇ = −~n
c

∂

∂t
, (61)26



òàê ÷òî
~∇ϕ = −~n

c

∂ϕ

∂t
, ~∇ ~A = −~n

c

∂ ~A

∂t
. (62)Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî íàéòè ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëîâ ïî âðåìåíè:

∂ϕ

∂t
=

e

R

~n ~β′

(1 − ~n ~β)3
,
∂ ~A

∂t
=

e

R

~β′(1 − ~n ~β) + ~β (~n ~β′)

(1 − ~n ~β)3
. (63)Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñîîòíîøåíèé ëåãêî ïðîâåðèòü ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ Ëîðåíöà

1

c

∂ϕ

∂t
+ ~∇ ~A =

1

c

∂ϕ

∂t
− ~n

c

∂ ~A

∂t
= 0. (64)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîòåíöèàëû â ýòîì ïðèáëèæåíèè, êàê è òî÷íûå, ñîñòàâëÿþò êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåð-íîãî âåêòîðà:

A =
e

Rβ
β =

e

R

{1, ~β}
1 − ~n~β

, R = {R, ~R}, β = {1, ~β}/
√

1 − ~β2. (65)4. Ïîëå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêà. Ââèäó óêàçàííûõ óïðîùåíèé íå òîëüêî ïîòåíöèàëû, íî èíàïðÿæåííîñòè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ íàõîäèòü äîâîëüíî ïðîñòî. Èìååì
~E = −1

c

∂ ~A

∂t
− ~∇ϕ = −1

c

∂ ~A

∂t
+
~n

c

∂ϕ

∂t
=

1

c

∂

∂t
(− ~A+ ~nϕ) =

e

R c

−~β ′ (1 − ~n ~β) + (~n− ~β)~n ~β ′

(1 − ~n ~β)3
. (66)Àíàëîãè÷íî

~H = ~∇× ~A = −~n
c
× ∂ ~A

∂t
= − e

R

~n

c
×
~β ′ (1 − ~n ~β) + ~β (~n ~β ′)

(1 − ~n ~β)3
. (67)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî �îðìóëó (66) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

~E =
1

c

e

R

~n× [(~n− ~β) × ~β′]

(1 − ~n ~β)3
. (68)Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

~H = ~n× ~E, ~E = ~H × ~n. (69)Òàêèì îáðàçîì, òðè âåêòîðà ~n, ~E è ~H âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, ò. å. íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ ïîëå äâèæó-ùåãîñÿ ñ óñêîðåíèåì òî÷å÷íîãî çàðÿäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîïåðå÷íóþ ñ�åðè÷åñêóþ âîëíó, áëèçêóþ ê ïëîñêîé.Çàìåòèì, ÷òî, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, �îðìóëû äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ìîãóò áûòü çàïèñàíû â òàêîì âèäå, ÷òî âíèõ áóäåò âõîäèòü òîëüêî ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ îò âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà:
~E = ~n×

(

~n

c
× ∂

∂t
~A

)

, ~H = −~n
c
× ∂

∂t
~A. (70)Òàêàÿ �îðìà ýòèõ âûðàæåíèé ïîëåçíà ïðè íàõîæäåíèè ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå îò íàïðÿæåííîñòåé.Íàéäåì ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîëÿ. Ýëåêòðè÷åñêàÿ è ìàãíèòíàÿ ÷àñòè ïëîòíîñòè ýíåðãèè, êàêëåãêî âèäåòü, ðàâíû. Ïîýòîìó ïëîòíîñòü ýíåðãèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàâíà W = E2/4π = H2/4π. Ïîòîêýíåðãèè, ò. å. âåêòîð Ïîéíòèíãà

~S =
c

4π
~E × ~H =

c

4π
~E × (~n× ~E) =

E2

4π
c~n = W c~n. (71)Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿïîëÿ, ò. å. ýíåðãèÿ òîëüêî ïåðåòåêàåò. Ïîýòîìó, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:

∂W

∂t
+ ~∇~S =

∂W

∂t
− ~n

c

∂~S

∂t
= 0. (72)
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� 3. Èçëó÷åíèå ìåäëåííûõ è áûñòðûõ çàðÿäîâ1. Äèïîëüíîå ïðèáëèæåíèå. Ñäåëàåì åùå îäíî ïðåäïîëîæåíèå: ïóñòü ñêîðîñòü çàðÿäà ìàëà ïî ñðàâíåíèþñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, ò. å. çàðÿä íåðåëÿòèâèñòñêèé. Îáîçíà÷èì ìîäóëü åãî ñêîðîñòè ÷åðåç v. Òîãäà v ≪ c. Ýòîíåðàâåíñòâî ìîæíî âûðàçèòü â íåñêîëüêî äðóãîé �îðìå. Çàðÿä ïðîõîäèò îáëàñòü ðàçìåðîì a çà âðåìÿ a/v. Åãîèçëó÷åíèå èìååò ïðèìåðíî òàêîé æå ïåðèîä è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòîòó ν = v/c è äëèíó âîëíû λ = c/ν ∼ c a/v.Òàê êàê v ≪ c, òî λ ≫ a. Òàêèì îáðàçîì, ìåäëåííûé çàðÿä èçëó÷àåò íà äëèíå âîëíû, çíà÷èòåëüíî áîëüøåéðàçìåðà òîé îáëàñòè, â êîòîðîé îí äâèæåòñÿ.Èç ñîîòíîøåíèÿ (53), ñâÿçûâàþùåãî çàïàçäûâàþùèå âðåìåíà t1 è T , âèäíî, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó íèìè âñëó÷àå ìåäëåííîãî çàðÿäà çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì âðåìÿ, çà êîòîðîå çàðÿä ïåðåñåêàåò îáëàñòü: a/c ≪ a/v.Ïîýòîìó èçìåíåíèå ñêîðîñòè çàðÿäà ~x′ çà ýòî âðåìÿ îòíîñèòåëüíî ìàëî è ðàçëè÷èåì ìåæäó âðåìåíàìè T è t1ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó÷àå
ϕ =

e

R

1

1 − ~n ~x′(t1)/c
=

e

R

[

1 +
~n ~̇x

c

]

. (73)Àíàëîãè÷íî
~A =

e

R c

~x′

1 − ~n~x′/c
=

e

R c
~̇x(T ) (74)Òîãäà

~H =
e

R c2
~̈d× ~n, ~E = ~H × ~n. (75)Íàéäåì ýíåðãåòè÷åñêèå âåëè÷èíû. Ïëîòíîñòü ýíåðãèè ïîëÿ ðàâíà

W =
1

4π
E2 =

1

4π
H2 =

1

c4R2
| ~̈d× ~n|2, (76)à âåêòîð Ïîéíòèíãà

~S =
c

4 π
~E × ~H =

c

4 π
~E × (~n× ~E) =

c

4 π
E2 ~n =

~n

4 π c3R2
| ~̈d× ~n|2 = W c~n. (77)Âåêòîð Ïîéíòèíãà � ýòî âåêòîð ïîòîêà ýíåðãèè, ò. å. âåëè÷èíà, ðàññ÷èòàííàÿ íà åäèíèöó ïëîùàäè. Åñëèíàõîäèòü êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, êîòîðîå èäåò â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà, òî íàäî ìîäóëü (77) óìíîæèòü íà r2, ò. å.ýòî êîëè÷åñòâî ðàâíî

W(Θ) =
1

4 π c3
| ~̈d× ~n|2 =

1

4 π c3
| ~̈d|2 sin2 Θ, (78)ãäå Θ � óãîë ìåæäó äèïîëüíûì ìîìåíòîì è íàïðàâëåíèåì íà íàáëþäàòåëÿ. Ïîñêîëüêó âòîðàÿ ïðèçâîäíàÿ ïîâðåìåíè îò äèïîëüíîãî ìîìåíòà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåëè÷èíû çàðÿäà íà åãî óñêîðåíèå, òî �îðìóëó (78) ìîæíîïåðåïèñàòü òàê:

W(Θ) =
e2

4 π c3
w2 sin2 Θ. (79)�àâåíñòâî (79) íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé Ëàðìîðà. �àñïðåäåëåíèå èçëó÷åíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì òàêîâî, ÷òî ïðÿìîâïåðåä ïî âòîðîé ïðîèçâîäíîé îò äèïîëüíîãî ìîìåíòà è â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè îíî îòñóòñòâóåò. Âî âñåõ äðóãèõíàïðàâëåíèÿõ èçëó÷åíèå ïðèìåðíî îäèíàêîâî, ìàêñèìàëüíî îíî â ïåðïåíäèêóëÿðíîì ê óñêîðåíèþ íàïðàâëåíèè.Ëåãêî íàéòè ïîëíîå èçëó÷åíèå, ò. å. èäóùåå âî âñå ñòîðîíû. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì èíòåãðàë ïî âñåì íàïðàâëå-íèÿì, âûáðàâ â êà÷åñòâå ïîëÿðíîãî óãëà Θ è ïðèíÿâ âî âíèìàíèå îñåâóþ ñèììåòðèþ èçëó÷åíèÿ:

I = 2 π

π
∫

0

W(Θ) sin ΘdΘ =
e2

4 π c3
w2 2 π

π
∫

0

sinΘdΘ sin2 Θ =
2

3

e2

c3
w2. (80)Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà äàåò ïîëíóþ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ çàðÿäà â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè, ò. å. êîëè÷åñòâî ýíåð-ãèè, êîòîðîå îí èçëó÷àåò â åäèíèöó âðåìåíè âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ. Åå òîæå íàçûâàþò �îðìóëîé Ëàðìîðà.Åñëè â ðàçëîæåíèÿõ ïî îòíîøåíèþ ñêîðîñòè çàðÿäà ê ñêîðîñòè ñâåòà ó÷åñòü ñëàãàåìûå áîëåå âûñîêîãî ïî-ðÿäêà ìàëîñòè, òî äîáàâÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìóëüòèïîëüíûå ñîñòàâëÿþùèå ïîëåé (êâàäðóïîëüíûå, ìàãíèòíûåäèïîëüíûå è ò. ä.) Ìû îãðàíè÷èìñÿ äèïîëüíûì ïðèáëèæåíèåì.2. Ïîëíîå èçëó÷åíèå áûñòðîãî çàðÿäà. Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá íàéòè ïîëíîå èçëó÷åíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî çà-ðÿäà � ýòî èñïîëüçîâàòü ðåëÿòèâèñòñêèå ñîîáðàæåíèÿ, àíàëîãè÷íûå òåì, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ áûëè ïîëó÷åíû�îðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëîâ òî÷å÷íîãî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà.28



Äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ äâà òðåáîâàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê èñêîìûì �îðìóëàì. Îíè äîëæíû áûòü ðåëÿòèâèñòñêèêîâàðèàíòíû è îñòàâàòüñÿ ïðàâèëüíûìè ïðè ïåðåõîäå ê íåðåëÿòèâèñòñêîìó ïðåäåëó. Ïîýòîìó íàïèøåì äâàñòîëáöà �îðìóë, íåðåëÿòèâèñòñêèå è ðåëÿòèâèñòñêèå, çàïîëíÿÿ ñíà÷àëà ëåâûé ñâåðõó âíèç, à çàòåì ïðàâûéñíèçó ââåðõ. íåðåëÿòèâ.
dx = {cdt, 0},
dP = {dP0, 0} = I{dt/c, 0} =
= (I/c2){cdt, 0} = (I/c2)dx,
~w2 = w2,
I = (2/3)(e2/c3)w2,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

ðåëÿòèâèñò.
dx = {cdt1, d~x(t1)},
dP = {dP0, ~P} = I{dt1/c, d~x(t1)/c2} =
= (I/c2){cdt1, d~x(t1)} = (I/c2)dx(t1),

w2 = γ6[(~β × ~w)2 − w2],
I = (2/3)(e2/c3)(−w2).

(81)Â �îðìóëàõ ïðàâîãî ñòîëáöà èñïîëüçóåòñÿ âðåìÿ t1, òàê êàê èçëó÷åíèå îòíîñèòñÿ ê çàðÿäó.Ïðè îïðåäåëåíèè èçëó÷åíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà ó÷èòûâàåòñÿ òîëüêî èçëó÷àåìàÿ èì ýíåðãèÿ è ìîù-íîñòü åãî ïîëíîãî (âî âñå ñòîðîíû) èçëó÷åíèÿ äàåòñÿ �îðìóëîé Ëàðìîðà. Îäíàêî âðåìÿ è ýíåðãèÿ ïðåäñòàâëÿ-þò ëèøü íóëåâûå êîìïîíåíòû ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîðîâ ïîëîæåíèÿ è ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ïðè íåðåëÿòèâèñòñêèõ(ìàëûõ) ñêîðîñòÿõ çàðÿäà ñîñòàâëÿþùèìè, îòëè÷íûìè îò âðåìåíè è ýíåðãèè, ïðåíåáðåãàþò (â íàøèõ �îðìóëàõâ ëåâîì ñòîëáöå îíè ïðèíÿòû ðàâíûìè íóëþ). Ïðè ðåëÿòèâèñòñêîì ïîäõîäå ê îïèñàíèþ ïðîöåññà íåîáõîäèìîðàññìàòðèâàòü íå îòäåëüíî ýíåðãèþ è âðåìÿ, à âñå êîìïîíåíòû, òî÷íåå èõ äè��åðåíöèàëû. Â ðåëÿòèâèñòñêîìñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííûå ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðîâ ñðàâíèìû ïî âåëè÷èíå ñ âðåìåííûìè.Èç ïîëó÷åííûõ �îðìóë ñëåäóåò, ÷òî ðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä èçëó÷àåò íå òîëüêî ýíåðãèþ, íî è çàìåòíûé èì-ïóëüñ, ò. å. îòîðâàâøååñÿ îò íåãî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå óíîñèò ñ ñîáîé è ýíåðãèþ è èìïóëüñ. Ñ�åðè÷åñêàÿðàñõîäÿùàÿñÿ âîëíà ðàñøèðÿåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, íî êðîìå òîãî åå öåíòð ñìåùàåòñÿ ñî ñðàâíèìîé ïî âåëè-÷èíå ñêîðîñòüþ.Ôèçè÷åñêàÿ âåëè÷èíà � ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ I (òî÷íåå I/c2) � îêàçûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì ïðîïîðöè-îíàëüíîñòè ìåæäó áåñêîíå÷íî ìàëûìè âåêòîðàìè ýíåðãèè-èìïóëüñà è ñìåùåíèÿ çàðÿäà. Êâàäðàò óñêîðåíèÿåñòåñòâåííî çàìåíÿåòñÿ íà êâàäðàò ÷åòûðåõìåðíîãî óñêîðåíèÿ. Çíàê ìèíóñ áåðåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ÷åòûðåõìåðíûéâåêòîð óñêîðåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî ïîäîáåí è â íåðÿëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå åãî êâàäðàò ñîãëàñíî �îðìóëå (56)ïåðåõîäèò â −w2. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòîé �îðìóëîé, ìîæíî íàïèñàòü
I =

2

3

e2

c3
γ6[w2 − (~β × ~w)2]. (82)3. Óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå. Çàïèøåì �îðìóëó äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé èçëó÷àåìîãîçàðÿäîì ïîëÿ

~E =
e

c2R

~n× [(~n− ~β) × ~w]

(1 − ~n~β)3
. (83)Êîëè÷åñòâî ëó÷èñòîé ýíåðãèè, èçëó÷àåìîå â íàïðàâëåíèè ~n â òåëåñíîì óãëå d2n â åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíî

dI∗(~n) = W∗d
2n =

c

4π
E2R2d2n =

e2

4πc3
|~n× [(~n− ~β) × ~w]|2

(1 − ~n~β)6
d2n. (84)×òîáû îòñþäà ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ, íàéäåííîãî â ïóíêòå 1, íåîáõîäèìî ïðîèíòå-ãðèðîâàòü ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì íà íàáëþäàòåëÿ ~n, çàêðåïèâ ïðè ýòîì âåêòîð ñêîðîñòè ~β(t1), à çíà÷èò ìîìåíòâðåìåíè t1. Â ðàçíûõ íàïðàâëåíèÿõ ~n ýòîìó âðåìåíè áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè íà-áëþäåíèÿ t íà îäíîì è òîì æå ðàññòîÿíèè R èëè ðàçíûå ðàññòîÿíèÿ R ïðè îäíîì t. Åñëè çàêðåïëÿåòñÿ âðåìÿ

t1, òî è ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ íàäî ðàññ÷èòûâàòü íà åäèíèöó âðåìåíè t1.Ìîùíîñòü æå èçëó÷åíèÿ W∗ ðàññ÷èòàíà íà åäèíèöó âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ t. Äëÿ ïåðåñ÷åòà íà ìîùíîñòü ïîîòíîøåíèþ êî âðåìåíè èçëó÷àþùåãî çàðÿäà t1 âåëè÷èíó W∗ ñëåäóåò óìíîæèòü íà ïðîèçâîäíóþ ∂t/∂t1 = 1−~n~β.Òîãäà ìîùíîñòü â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó âðåìåíè çàðÿäà è åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà áóäåò
W(~n) = W∗(1 − ~n~β) =

c

4π
R2| ~E|2(1 − ~n~β) =

e2

4πc3
w2(1 − ~n~β)2 + 2(~n~w)(~β ~w)(1 − ~n~β) − (1 − β2)(~n~w)2

(1 − ~n~β)5
. (85)Îáîçíà÷èâ óãîë ìåæäó âåêòîðàìè ~β è ~w ÷åðåç π/2 − α, ïîñòðîèì íà íèõ áàçèñ ñ îðòàìè

~e1 = ~e1(~β, ~w) =
~w/w − sinα ~β/β

cosα
, ~e2 = ~e2(~β, ~w) =

~β × ~w

βw cosα
, ~e3 =

~β

β
. (86)Òîãäà

~β = β ~e3, ~w = w(cosα~e1 + sinα~e3). (87)29



�àçëîæèì è âåêòîð íàïðàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïî ýòèì îðòàì:
~n = sin θ(cosφ~e1 + sinφ~e2) + cos θ ~e3. (88)Òîãäà

~β~n = β cos θ, ~β ~w = βw sinα, ~n~w = wµ, µ = sinα cos θ + cosα sin θ cosφ. (89)Ïîäñòàâèâ ýòè ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â �îðìóëó (85), ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè îò ïîëÿðíûõ óãëîâ,îïðåäåëÿþùèõ íàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ:
W(~n) =

e2

4πc3
w2

[

1

(1 − β cos θ)3
+ 2

β sinα

(1 − β cos θ)4
µ− 1 − β2

(1 − β cos θ)5
µ2

]

. (90)Ïðîèíòåãðèðîâàâ âûðàæåíèå (90) ïî íàïðàâëåíèÿì, ìû, åñòåñòâåííî, ïîëó÷èì ïîëíóþ èíòåíñèâíîñòü (82).Çàïèøåì íàðÿäó ñ ýòèì åùå îäíî ñîîòíîøåíèå:
∫

Wd2n = I,

∫

W~nd2n = ~βI. (91)Îáà ñîîòíîøåíèÿ ïðîâåðÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ íåñëîæíûõ èíòåãðàëîâ.4. Äâèæåíèå ïî ïðÿìîé. �àññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé ïîäðîáíåå, òàê êàê äëÿ íåãî �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ïðîùåè íàãëÿäíåå. Ïðè ~β||~w
W =

e2

4πc3
w2 sin2 θ

(1 − β cos θ)5
. (92)Ïîñêîëüêó íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà èçìåíåíèÿ óãëà θ íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿW îáðàùàåòñÿ â íóëü, âíóòðèîíà äîëæíà èìåòü ìàêñèìóì. Äåéñòâèòåëüíî, îí äîñòèãàåòñÿ ïðè

cos θmax =

√

1 + 15β2 − 1

3β
, sin θmax =

1

γ

√

2

1 + 3β2 +
√

1 + 15β2
. (93)Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ïîñëåäíèé çíàìåíàòåëü â (92) ìîæíî çàìåíèòü åäèíèöåé. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå èçëó÷å-íèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì îïèñûâàåòñÿ ïðîñòûì ìíîæèòåëåì sin2 θ (ÿñíî, ÷òî ïðè ýòîì íåò çàâèñèìîñòè îò àçèìóòà).Ïðÿìî âïåðåä è íàçàä èçëó÷åíèÿ íåò, à âî âñåõ äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ îíî ïðèìåðíî îäèíàêîâî. Ìàêñèìóì äî-ñòèãàåòñÿ ïðè θ = π/2.Åñëè çàðÿä óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé, òî õàðàêòåð èçëó÷åíèÿ ñîâñåì äðóãîé. �àçíîñòü â çíàìåíàòåëå 1− β cos θâ (92) ïðè áëèçêèõ ê åäèíèöå β áëèçêà ê åäèíèöå ïðè âñåõ óãëàõ, êðîìå ìàëûõ. Åñëè æå 0 < θ ≪ 1, òî ýòîòçíàìåíàòåëü áëèçîê ê íóëþ è äðîáü ñòàíîâèòñÿ î÷åíü áîëüøîé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî êîëè÷åñòâåííî.Ïðè ìàëûõ óãëàõ è ñêîðîñòÿõ, áëèçêèõ ê ñêîðîñòè ñâåòà, ðàññìàòðèâàåìóþ ðàçíîñòü ìîæíî ïðåîáðàçîâàòüñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 − β cos θ = 1 − β + β(1 − cos θ) =
1 − β2

1 + β
+ 2β sin2 θ

2
∼ 1

2γ2
+
θ2

2
=

1 + γ2θ2

2γ2
. (94)Ïîäñòàâèâ åå â (92) è çàìåíèâ ñèíóñ íà óãîë, ïîëó÷èì

W ∼ e2

4πc3
w2θ2

(

2γ2

1 + γ2θ2

)5

=
e2

4πc3
w225γ8 u

(1 + u)5
, u = (θγ)2. (95)Òàêèì îáðàçîì, â ñóùåñòâåííîé ÷àñòè ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ çàâèñèò îò ïðîèçâåäåíèÿ θγ. Â ÷àñòíîñòè, ìàê-ñèìóì ýòà ìîùíîñòü äîñòèãàåò ïðè u = 1/4, ò. å. θmax = 1/(2γ), ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ (93). Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèåäðîáè u/(1 + u)5 ðàâíî 28/55. Ïîëîâèííîå îò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèå ìîùíîñòü ïðèíèìàåò ïðè äâóõ êîðíÿõóðàâíåíèÿ u/(1+u)5 = 27/55. Ýòè êîðíè u = 0.05303 è u = 0.8216. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ óãëîâ θ = 0.2303/γè θ = 0.9065/γ.Íà ðèñ. 5à ïðèâåäåíû ïîëÿðíûå äèàãðàììû �óíêöèé sin2 θ

(1 − β cos θ)5
1

32γ8
, ò. å. áåçðàçìåðíûõ ìíîæèòåëåé,îïðåäåëÿþùèõ íàïðàâëåííîñòü èçëó÷àåìîé çàðÿäîì ýíåðãèè (92), ïðè β = 0, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98. Ñîîòâåò-ñòâóþùèå çíà÷åíèÿ γ = 1.154, 1.167, 2.294, 3.203, 5.025. Äèàãðàììû ñ ðîñòîì β ñòàíîâÿòñÿ âñå áîëåå óçêèìè èâûòÿíóòûìè. Ìíîæèòåëè 32γ8, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ 32, 1.01 ·102, 1.91 ·103, 2.46 ·104, 3.54 ·105, 1.30 ·107, ââåäå-íû äëÿ âîçìîæíîñòè ïîìåùåíèÿ êðèâûõ íà îäèí ãðà�èê. Áåç ýòèõ ìíîæèòåëåé ðåàëüíàÿ âûòÿíóòîñòü êðèâûõðàñòåò êàòàñòðî�è÷åñêè. Íà ðèñ. 5á çíà÷åíèÿ òåõ æå �óíêöèé îòëîæåíû â çàâèñèìîñòè îò àðãóìåíòà u = (θγ)2.30
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1

32γ8
�èñ. 5á. Òå æå âåëè÷èíû, ÷òî è íà ðèñ. 5à,ïðè β = 0, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95 è 0.98 â çàâèñèìîñòè îò àðãóìåíòà u = (θγ)2â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. è ïðåäåë ïðè β → 1.0.Á�îëüøèì çíà÷åíèÿì β ñîîòâåòñòâóþò á�îëüøèå âåëè÷èíû ìàêñèìóìîâ. Òàì æå ïîìåùåíà è ïðåäåëüíàÿ êðè-âàÿ u/(1 + u)5, îòâå÷àþùàÿ β = 1, γ = ∞. Âèäíî, êàê êðèâûå ñ ïðèáëèæåíèåì β ê 1 ïðèáëèæàþòñÿ ê ñâîåéïðåäåëüíîé êðèâîé, ïðè÷åì çíà÷èòåëüíàÿ áëèçîñòü äîñòèãàåòñÿ óæå ïðè íå î÷åíü áîëüøèõ γ.Õîòÿ òî÷íàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èçëó÷åíèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì çàìåíåíà íà ïðèáëèæåííóþ, îøèáêà ïðèáîëüøèõ γ íåâåëèêà. Òàê, ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü, íàõîäèìàÿ ïî òî÷íîé è ïî ïðèáëèæåííîé �îðìóëàì, åñëè âîâòîðîé ïðîäîëæèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëó äî áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷àåòñÿ îäíîé è òîé æå:

π
∫

0

sin3 θdθ

(1 − β cos θ)5
=

1
∫

−1

1 − η2

(1 − βη)5
dη =

4

3
γ6, 25γ10

∞
∫

0

θ3dθ

(1 + θ2γ2)5
=

4

3
γ6. (96)Òîò æå ïîðÿäîê, ÷òî è óãîë ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ, èìåþò ñðåäíèå ñòåïåíè óãëà, âçâåøåííûåïî ðàñïðåäåëåíèþ èíòåíñèâíîñòè:

< θδγδ >=
3

4γ6
25γ10+δ

∞
∫

0

θδ+3dθ

(1 + γ2θ2)5
=

1

2
Γ(3 − δ/2)Γ(2 + δ/2) =

(

1 − δ

4

)(

1 − δ2

4

)

πδ/2

sin(πδ/2)
. (97)Ñðåäíèå èìåþò ñìûñë ïðè −4 < δ < 6. Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíèé óãîë è ñðåäíèé êâàäðàò óãëà

< θ >=
9π

32

1

γ
=

0.8836

γ
, < θ2 >=

1

γ2
. (98)Ñîîòâåòñòâåííî äèñïåðñèÿ è ñòàíäàðò ðàâíû

Dθ =
0.2193

γ2
,
√

Dθ =
0.4683

γ
. (99)Òàêèì îáðàçîì, èçëó÷åíèå óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà, êîòîðûé äâèæåòñÿ ìãíîâåííî ïî ïðÿìîé, ò. å. ïðî-õîäèò ÷åðåç òî÷êó ïåðåãèáà ñâîåé òðàåêòîðèè, ãäå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ðàäèóñà-âåêòîðà ïî âðåìåíè ðàâíàíóëþ, ñîñðåäîòî÷åíî â óçêîì êîíóñå ñ óãëîì ðàñòâîðà ïîðÿäêà 1/γ â ñòîðîíó åãî äâèæåíèÿ, õîòÿ ïðÿìî ïîíàïðàâëåíèþ ýòîãî äâèæåíèÿ èçëó÷åíèÿ íåò. Çàìåòèì, ÷òî â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà çàðÿä íåïîäâèæåí èñîîòâåòñòâåííî èçëó÷àåò. Äâèæóùèéñÿ çàðÿä óâëåêàåò çà ñîáîé è ñîçäàâàåìîå èì ïîëå.Ñëó÷àé äâèæåíèÿ çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, êîòîðîå áóäåò îñóùåñòâëåíîâ ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì ìàãíèòî-òîðìîçíîìó ìåõàíèçìó èçëó÷åíèÿ.� 4. Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèåÂ çàêëþ÷åíèå ýòîé ãëàâû êðàòêî îïèøåì ñîñòîÿíèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ïîíÿòèå î êîòîðîì íåîòíîñèòñÿ ïðÿìî ê ñîäåðæàíèþ ãëàâû, îäíàêî îíî èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøåì.31



Òåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå ïîäðîáíî îïèñàíî â ðàçëè÷íûõ ó÷åáíèêàõ, íàïðèìåð, â êóðñå Ë.Ä.Ëàíäàóè Å.Ì.Ëè�øèöà [30℄. Ïðè íåì ïðîèñõîäÿò ðàçëè÷íûå ïðîöåññû, íî êàæäûé ïðÿìîé ïðîöåñ óðàâíîâåøèâàåò-ñÿ îáðàòíûì, òàê ÷òî â öåëîì íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ. Ñîñòîÿíèå âåùåñòâà è èçëó÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ îäíèìïàðàìåòðîì � òåìïåðàòóðîé.Çäåñü óêàæåì èñïîëüçóåìûå â äðóãèõ ãëàâàõ �îðìóëû, âûïîëíÿþùèåñÿ ïðè òåðìîäèíàìè÷åñêîì ðàâíîâåñèè(ÒÄ�).Ýòî âî-ïåðâûõ, �îðìóëà Ìàêñâåëëà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ñêîðîñòÿì, êîòîðàÿ ïðèâîäèòñÿ â òåõ ìåñòàõ,ãäå îíà ïðèìåíÿåòñÿ.Âî-âòîðûõ, �îðìóëà Áîëüöìàíà, óñòàíàâëèâàþùàÿ ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå íàñåëåííîñòåé àòîìîâ (èëèèîíîâ) ïî ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì ïðè òåìïåðàòóðå T :
ni

nj
=
gi

gj
e−(Ei−Ej)/kBT , (100)ãäå ni è nj � êîíöåíòðàöèè àòîìîâ â ñîñòîÿíèÿõ ñ ýíåðãèÿìè Ei è Ej , gi è gj � ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà ýòèõ ñîñòî-ÿíèé (÷èñëî ïîäóðîâíåé). Òðåòüÿ �îðìóëà íàçûâàåòñÿ �îðìóëîé èîíèçàöèè èëè �îðìóëîé Ñàõà è îïðåäåëÿåòðàñïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ïî ñòàäèÿì èîíèçàöèè:

ne
n+

n1
= 2

g+

g1

(2πmkBT )3/2

h3
e−χ1/kBT . (101)Â ýòîé �îðìóëå n+ � êîíöåíòðàöèÿ èîíîâ, n1 � êîíöåíòðàöèÿ àòîìîâ ìàññîém â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè ñ ýíåðãèåé

E1 = −χ1 < 0, g+ è g1 � ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà.Òðè óêàçàííûå �îðìóëû îïðåäåëÿþò ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå âåùåñòâà. Ñîñòîÿíèå èçëó÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ�îðìóëîé Ïëàíêà, ñîãëàñíî êîòîðîé èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ ïðè ÒÄ� äàåòñÿ �óíêöèåé Ïëàíêà Bν(T ):
Iν = Bν(T ), Bν(T ) =

2hν3

c2
1

ehν/(kBT ) − 1
. (102)

32



�ëàâà III. Òîðìîçíîé è ðåêîìáèíàöèîííûé ìåõàíèçìû� 1. Òîðìîçíîé ìåõàíèçì (íåðåëÿòèâèñòñêàÿ òåîðèÿ)1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäà÷à, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ýòîì ïàðàãðà�å, îòíîñèòñÿ ê òåîðèè íåóïðóãèõ ñòîëêíîâå-íèé, êîãäà â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ÷àñòèö ðîæäàåòñÿ åùå îäíà ÷àñòèöà � �îòîí. Òîðìîçíîå èçëó÷åíèå �ýòî èçëó÷åíèå çàðÿäà ïðè êóëîíîâñêîì ñòîëêíîâåíèè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. ×àñòèöû ñ÷èòàåì íåðåëÿòèâèñòñêèìè.Çàðÿäû äâèæóòñÿ ïî ãèïåðáîëàì è, ïîñêîëüêó ýòî äâèæåíèå ñ óñêîðåíèåì, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè èçëó÷à-þò ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòîãî èçëó÷åíèÿ è åãî ñïåêòðà íàäî íàéòè íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ,à çàòåì èõ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïî âðåìåíè. Âìåñòî ýòîãî âîñïðîèçâåäåì ïðîñòîé âûâîä �îðìóëû äëÿ ñå÷åíèÿòîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ, îñíîâàííûé íà ïîðÿäêîâûõ îöåíêàõ. Ýòîò âûâîä äàí, íàïðèìåð, â êíèãå ß.Á. Çåëüäîâè÷àè Þ.Ï.�àéçåðà [18℄.Ìîùíîñòü ïîëíîãî (âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ) èçëó÷åíèÿ äâèæóùåãîñÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà â äèïîëüíîì ïðèáëè-æåíèè äàåòñÿ �îðìóëîé Ëàðìîðà (II.79
I(t) =

2

3

1

c3
~̈d 2 (103)Çäåñü ~d � äèïîëüíûé ìîìåíò ñèñòåìû äâóõ çàðÿäîâ Z1 e è Z2 e:

~d = e (Z1 ~r1 + Z2 ~r2), (104)à òî÷êîé îòìå÷àåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÷àñòèöà 2 ñ çàðÿäîì Z2 e è ìàññîé m2 ïðîëåòàåò ìèìî ÷àñòèöû 1 ñ çàðÿäîì Z1 e èìàññîé m1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ~R ðàäèóñ-âåêòîð èõ öåíòðà ìàññ, à ÷åðåç ~r = ~r2 −~r1 ðàäèóñ-âåêòîð îòíîñèòåëüíîãîäâèæåíèÿ. Òîãäà ðàäèóñû-âåêòîðû êàæäîé èç ÷àñòèö âûðàçÿòñÿ ÷åðåç ~R è ~r:
~r1 = ~R− m

m1
~r, ~r2 = ~R+

m

m2
~r. (105)Çäåñü m � ïðèâåäåííàÿ ìàññà:

m =
m1m2

m1 +m2
. (106)Äèïîëüíûé ìîìåíò òàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ýòè âåêòîðû:

~d = e [(Z1 + Z2) ~R+m (Z2/m2 − Z1/m1)~r]. (107)Ïîñêîëüêó äâèæåíèå öåíòðà ìàññ äâóõ ÷àñòèö (ðàâíîìåðíîå è ïðÿìîëèíåéíîå) íå ïðèâîäèò ê èçëó÷åíèþ, äî-ñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå, ò. å. â (103) íàäî ïîäñòàâèòü
~̈d = me (Z2/m2 − Z1/m1) ~w. (108)Çäåñü ~w � óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ.Èç (108) âèäíî, ÷òî íå âñÿêèå çàðÿäû ìîãóò èçëó÷àòü. Â ÷àñòíîñòè, âçàèìîäåéñòâèå îäèíàêîâûõ ÷àñòèö íåïðèâîäèò ê èçëó÷åíèþ â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè.Íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò òîðìîçíîå èçëó÷åíèå ýëåêòðîíà â ïîëå èîíà. Áóäåì ñ÷èòàòü èîí âîäîðî-äîïîäîáíûì ñ íåêîìïåíñèðîâàííûì çàðÿäîì Ze. Ïîëîæèì Z2 = −1, Z1 = Z. Ïîñêîëüêó ìàññà èîíà çíà÷èòåëüíîáîëüøå ìàññû ýëåêòðîíà, ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî ïðèâåäåííàÿ ìàññà ñîâïàäàåò ñ ìàññîé ýëåêòðîíà (êîòîðóþ ìûòàêæå áóäåì îáîçíà÷àòü ïðîñòî m).2. Îöåíêà èçëó÷àåìîé ýíåðãèè. Çàêðåïèì îòíîñèòåëüíóþ ñêîðîñòü v è ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå íàëåòàþùåãîýëåêòðîíà b. Îñíîâíàÿ ÷àñòü âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà ÷àñòèöû äîñòàòî÷íî áëèçêè äðóã ê äðóãó.Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíîãî ðàññòîÿíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî âçÿòü b. Òîãäà õàðàêòåðíîå âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ÷àñòèö t ∼ b/v. Õàðàêòåðíàÿ âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ (ñèëà, äåëåííàÿ íà ïðèâåäåííóþ ìàññó) w ∼ Z e2/(mb2).Ïîëíîå èçëó÷åíèå çà âñå âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ

∆E =

∞
∫

−∞

I(t) dt (109)ìîæíî îöåíèòü òàê:
∆E ≈ 2

3

e2

c3

(

Z e2

m

1

b2

)2
b

v
≈ 2

3

e2

c3
Z2 e4

m2

1

b3 v
. (110)33



Ïðîèíòåãðèðóåì ýòó âåëè÷èíó ïî âñåì ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíèÿì, ò. å. íàéäåì èçëó÷åíèå q ðàâíîìåðíî ðàñ-ïðåäåëåííîãî ïîòîêà íàëåòàþùèõ ýëåêòðîíîâ. Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñïåêòð ýòîé âåëè÷èíû. Ñïåêòðàëüíóþïëîòíîñòü èçëó÷åíèÿ îáîçíà÷èì dq/dω. Òîãäà
q =

∞
∫

0

∆E 2 π b db =

∞
∫

0

dq

dω
dω. (111)3. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ dq/dω ñâÿæåì ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ñ ÷àñòîòîé. Îñíîâ-íîé âêëàä â ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî âðåìåíè íà ÷àñòîòå ω äàþò çíà÷åíèÿ t, äëÿ êîòîðûõ ω t ∼ 1. Ñëåäîâà-òåëüíî, ÷àñòîòà, íà êîòîðîé â îñíîâíîì èçëó÷àåò ÷àñòèöà ñ ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíèåì b, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû

ω ∼ v/b. Ïîýòîìó îñíîâíîé âêëàä â èçëó÷åíèå íà ÷àñòîòå ω äàþò ÷àñòèöû ñ ïðèöåëüíûì ðàññòîÿíèåì b ∼ v/ω.Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (111) (â òîì ÷èñëå è â äè��åðåíöèàë db), ïîëó÷èì
q ≈

∞
∫

0

∆E 2 π b3 dω/v. (112)Îòñþäà íàõîäèì
dq

dω
≈ 4π

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2
. (113)Åñëè âûâîäèòü �îðìóëó òî÷íî â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêè, òî ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå, îòëè÷àþ-ùååñÿ îò (113) ìíîæèòåëåì ïîðÿäêà åäèíèöû. Ïðèìåðíî òàêîé æå ìíîæèòåëü äàåò ó÷åò êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõý��åêòîâ. Îêîí÷àòåëüíî, âûðàæåíèå äëÿ dq/dω ìîæíî çàïèñàòü â �îðìå

dq

dω
=

16 π

3
√

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2
gcc(v, ν). (114)Çäåñü gcc(v, ν) � òàê íàçûâàåìûé ìíîæèòåëü �àóíòà (èëè ãàóíò-�àêòîð). Åãî àðãóìåíò ν � îáû÷íàÿ (íå êðó-ãîâàÿ) ÷àñòîòà, ïðèìåíÿåìàÿ, êàê ïðàâèëî, â àñòðî�èçèêå. Âåëè÷èíó (114) òàêæå ðàññ÷èòûâàþò íà åäèíèöó÷àñòîòû ν, ò. å. ïîëàãàþò

dq

dν
= 2 π

dq

dω
=

32 π2

3
√

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2
gcc(v, ν). (115)Ôîðìóëà (114) áåç ìíîæèòåëÿ �àóíòà áûëà âûâåäåíà Õ.À.Êðàìåðñîì â 1923 ãîäó.Âìåñòî (115) â �èçèêå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ äðóãàÿ âåëè÷èíà, à èìåííî, äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå òîðìîçíîãîèçëó÷åíèÿ (

 îçíà÷àåò ïåðåõîä ýëåêòðîíà èç êîíòèíóóìà â êîíòèíóóì):

βcc(v, ν) =
1

hν

dq

dν
. (116)Ýòà âåëè÷èíà ðàçìåðíîñòè ñì2ñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷èñëî èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó ÷àñòîòûè åäèíèöó âðåìåíè, åñëè ïàäàåò åäèíè÷íûé ïîòîê (1 ýëåêòðîí íà åäèíè÷íóþ ïëîùàäêó â åäèíèöó âðåìåíè) íàîäíó ìèøåíü. Ñîãëàñíî �îðìóëå (115)

βcc(v, ν) =
32 π2

3
√

3

Z2 e6

m2 c3
1

v2 h ν
gcc(v, ν). (117)Âåëè÷èíà (115) îòëè÷àåòñÿ îò (117) òåì, ÷òî îíà äàåò èçëó÷àåìóþ ýíåðãèþ, à íå ÷èñëî �îòîíîâ.4. Óñðåäíåíèå ïî ñêîðîñòÿì. Òåïåðü âûðàæåíèå (117) ìîæíî óñðåäíèòü ïî ñêîðîñòÿì íàëåòàþùèõ ýëåêòðî-íîâ. Ïî÷òè âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ðàñïðåäåëåíû ïî Ìàêñâåëëó:

f(v) =
4 π v2m3

(2 πmkB T )3/2
exp

(

− mv2

2 kB T

)

. (118)Ýíåðãèÿ �îòîíîâ ñ ÷àñòîòàìè îò ν äî ν + dν, èñïóñêàåìûõ â åäèíèöå îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè ýëåêòðîíàìèñî ñêîðîñòÿìè îò v äî v + dv, ðàâíà h ν βcc(v, ν)dν ne n
+ f(v) v dv. Ïðîèçâåäåíèå f(v)dv ðàâíî äîëå ýëåêòðîíîâ ñóêàçàííûìè ñêîðîñòÿìè, ìíîæèòåëü v ó÷èòûâàåò, ÷òî èç ýòèõ ýëåêòðîíîâ ïîïàäóò â ìèøåíü çà åäèíèöó âðåìåíèëèøü òå, êîòîðûå îòñòàþò îò íåå íå äàëåå, ÷åì íà v.Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ, èñïóñêàåìàÿ âñåìè ýëåêòðîíàìè, ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì. Â ðåçóëüòàòå íàéäåì êîëè-÷åñòâî ýíåðãèè, èñïóñêàåìîé åäèíèöåé îáúåìà çà åäèíèöó âðåìåíè â åäèíè÷íîì èíòåðâàëå ÷àñòîò â åäèíè÷íîì34



òåëåñíîì óãëå. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ èçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ, èëè îáúåìíûì êîý��èöèåíòîì èçëó÷å-íèÿ ǫcc(ν). Âî âñå íàïðàâëåíèÿ èçëó÷àåòñÿ
4 π ǫcc(ν) = ne n

+ h ν

∞
∫

vmin

βcc(v, ν) f(v) v dv. (119)Íèæíèé ïðåäåë â èíòåãðàëå îòðàæàåò òîò �àêò, ÷òî íå âñÿêèé ýëåêòðîí ìîæåò èçëó÷èòü �îòîí ÷àñòîòû ν.Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå èñïóñêàíèÿ �îòîíà â ïîëå èîíà ñêîðîñòü ýëåêòðîíà óìåíüøàåòñÿ. Îáîçíà÷èì ñêîðîñòüýëåêòðîíà ïîñëå èçëó÷åíèÿ ÷åðåç v′. ßñíî, ÷òî äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè
mv2

2
=
m (v′)2

2
+ h ν. (120)Ñïðàâà è ñëåâà âåëè÷èíû ïîëîæèòåëüíû, ñëåäîâàòåëüíî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî v ≥ vmin =

√

2 h ν/m.Èíòåãðàë â (119) óäîáíåå âû÷èñëÿòü, âçÿâ â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ v′. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèåñîîòíîøåíèÿ ìåæäó äè��åðåíöèàëàìè ñêîðîñòåé v dv = v′ dv′ è çíà÷åíèÿìè �óíêöèè Ìàêñâåëëà f(v)/v2 =
f(v′) exp(−h ν/kB T )/(v′)2, à òàêæå âûíîñÿ èç-ïîä èíòåãðàëà ñðåäíåå çíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ �àóíòà (êîòîðûé ñëàáîçàâèñèò îò ñêîðîñòè), íàõîäèì îêîí÷àòåëüíî

ǫcc(ν) = ne n
+ 32 π2

3
√

3

Z2 e6

c3
kB T

(2 πmkB T )3/2
gcc(ν, T ) exp

(

− h ν

kB T

)

. (121)Ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü îïðåäåëÿåò õàðàêòåðíûé äëÿ òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ òàê íàçûâàåìûé çàâàë ïî÷àñòîòå. Íà ðèñ. 1 îòðàæåí ñïåêòð êîý��èöèåíòà òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé òåìïåðàòóðû áåçó÷åòà ãàóíòîâñêèõ ìíîæèòåëåé.
lg ǫcc(ν)/(nen

+Z2) lg x

−1

−2

−3

−3 −2 −1 0 1
0

1

2

3

16 17 1813 14 15 2019

−40

7 83 4 5 6

−41

−42

−43

−44

−45

−46

−47

−48

lg y

lg T

lg ν

≈ 1
(

12
xy

)1/2
(

3
πx

)1/2

≈ 1
√

3
π ln y1/2

x

√
3

π ln 1
x

�èñ. 1. Êîý��èöèåíò òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ǫcc(ν). �èñ. 2. Îöåíêà ìíîæèòåëÿ �àóíòà gcc(ν, T ).Ôîðìóëà äëÿ ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ, ò. å. âî âñåõ ÷àñòîòàõ, òàêæå ëåãêî âûâîäèòñÿ, åñëè îïÿòü âûíåñòè ñðåäíååçíà÷åíèå ìíîæèòåëÿ gcc(ν, T ):
ǫcc(T ) =

∞
∫

0

ǫcc(ν)dν = ne n
+ 32 π2

3
√

3

Z2 e6

c3
(kB T )2

h (2 πmkB T )3/2
gcc. (122)Åñëè ïîäñòàâèòü â (122) çíà÷åíèÿ âñåõ ïîñòîÿííûõ, òî ïîëó÷èòñÿ (çäåñü è äàëüøå ÷èñëåííûå îöåíêè äàþòñÿ áåçó÷åòà ìíîæèòåëÿ �àóíòà)

4 π ǫcc(T ) = 1.42 · 10−27Z2 T 1/2 ne n
+(ã/ñì ñ3). (123)5. Ïîãëîùåíèå. Íàéäåì ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ. Ýòî ïðîöåññ, îáðàòíûé òîðìîçíîìó èçëó÷åíèþ: ïðîëåòàþùèéìèìî èîíà ýëåêòðîí ïîãëîùàåò �îòîí, ýíåðãèÿ êîòîðîãî äîáàâëÿåòñÿ ê êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíà ñîãëàñíîçàêîíó ñîõðàíåíèÿ (120). Íî òåïåðü íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé (íåðåëÿòèâèñòñêîé),â ÷àñòíîñòè, íóëåâîé. 35



Äëÿ âûâîäà �îðìóëû äëÿ ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ îáû÷íûì ïðèåìîì. Ïðèìåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿòåðìîäèíàìè÷åñêîå ðàâíîâåñèå (ÒÄ�). Êîíöåíòðàöèè àòîìîâ â ñîñòîÿíèè ÒÄ� îòìåòèì çâåçäî÷êîé. Çàïèøåìóñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà: ÷èñëî �îòîíîâ, èçëó÷àåìûõ åäèíèöåé îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíî ÷èñëóïîãëîùàåìûõ �îòîíîâ:
nen

+
∗ f(v)dvv

βcc

4π
dν

[

1 +
c2

2hν3
Bν(T )

]

= nen
+
∗ f(v′)dv′kcc

Bν(T )

hν
dν. (124)Çäåñü v è v′ ñêîðîñòè ýëåêòðîíà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ (120). Ìíîæèòåëü â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ó÷è-òûâàåò âûíóæäåííîå èçëó÷åíèå. Ïîäñòàâèâ â (124) ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà è �îðìóëó Ïëàíêà, ïîëó÷èì

kcc(v
′, ν) =

c2

8πν2

v2

v′
βcc(v, ν) =

4π

3
√

3

Z2e6

m2ch

gcc(v, ν)

v′ν3
= 1.80 · 1014 Z

2

v′ν3
. (125)Ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ òàêæå ìîæíî óñðåäíèòü ïî ìàêñâåëëîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòåé ýëåêòðîíîâ, íîïðîùå íàïèñàòü óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà, êîòîðîå èìååò âèä ñîîòíîøåíèÿ Êèðõãî�à�Ïëàíêà:

nen
+kcc(ν, T )Bν(T ) = ǫcc(ν, T )

[

1 +
c2

2hν3
Bν(t)

]

, (126)îòêóäà
kcc(ν, T ) =

∞
∫

0

kcc(v
′, ν)f(v′)dv′ =

16π2

3
√

3

Z2e6

ch

kBT

(2πmkBT )3/2
gcc(ν, T )

1

ν3
= 3.69 · 108 Z2

T 1/2

1

ν3
. (127)�àçìåðíîñòü ñå÷åíèé ïîãëîùåíèÿ kcc � ñì5, à êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ αcc = nen

+kcc � 1/ñì.6. �àóíòîâñêèå ìíîæèòåëè. Ìíîãèå àâòîðû îöåíèâàëè ýòè ìíîæèòåëè, èñõîäÿ èç ðàçëè÷íûõ ïðåäïîëîæå-íèé. Çäåñü íà ðèñ. 2 âîñïðîèçâåäåíû äàííûå êíèãè [87℄. Èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ x =
hν

kBT
, y =

kBT

Z2χH
, ãäå

χH = me4/2~
2 = 2π2me4/h2 � ýíåðãèÿ èîíèçàöèè âîäîðîäà èç îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.Èñõîäÿ èç âûâåäåííûõ �îðìóë ìîæíî ïîëó÷èòü ñå÷åíèÿ �îòîèîíèçàöèè è �îòîðåêîìáèíàöèè, ÷òî ìû ñäå-ëàåì â � 3. � 2. �åëÿòèâèñòñêîå òîðìîçíîå èçëó÷åíèå1. Îïèñàíèå ïðîöåññà. Â ýòîì ïàðàãðà�å äàäèì îïèñàíèå ïðîöåññà òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà ïðèïðîëåòå åãî â ïîëå ÿäðà ñ ó÷åòîì ðåëÿòèâèñòñêèõ è êâàíòîâûõ ý��åêòîâ [6℄.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ÿäðî èìååò çàðÿä Z, à ìàññà åãî íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî åå ìîæíî ïðèíÿòü ðàâíîé áåñêîíå÷-íîñòè, ò. å. ðàññìàòðèâàòü ÿäðî êàê íåïîäâèæíûé öåíòð. Ýëåêòðîí ñ÷èòàåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì, ò. å. åãî ñêîðîñòüäîñòàòî÷íî âåëèêà, ÷òîáû åãî ìîæíî áûëî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîáîäíóþ ÷àñòèöó, îïèñûâàåìóþ ïëîñêîé âîëíîé.Ïóñòü ýëåêòðîí ñ èìïóëüñîì ~p èçëó÷àåò �îòîí ñ èìïóëüñîì ~k, à ñàì ïðèîáðåòàåò íîâûé èìïóëüñ ~p1. Ýòîòýëåêòðîí íàçûâàþò âòîðè÷íûì. Èçëó÷åíèå ñâîáîäíûì ýëåêòðîíîì �îòîíà íåâîçìîæíî, îäíàêî ïðè íàëè÷èèÿäðà èçëèøíèé èìïóëüñ ~q = ~p1 + ~k − ~p çàáèðàåò ýòî ÿäðî. Áåñêîíå÷íîñòü ìàññû ÿäðà ïîçâîëÿåò íå ïðèíèìàòüâî âíèìàíèå îòäà÷ó ïðè èçëó÷åíèè, ò. å. ïîëîæèòü ïåðåäàâàåìóþ ÿäðó ýíåðãèþ ðàâíîé íóëþ. Â ñâÿçè ñ ýòèìçàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîöåññå ñîáëþäàåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà íåïðîèñõîäèò.Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êîòîðîé ðàññåèâàþùèé öåíòð ïîêîèòñÿ. Ââèäó íåó÷åòàîòäà÷è íå âñå ïðèâîäèìûå âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíûìè.Êâàíòîâîìó ïðîöåññó òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà îòâå÷àþò äâå äèàãðàììû Ôåéíìàíà:

~p1
~k ~p1

~k

~q ~p ~q ~p
⊗ ⊗�èñ. 3. Äèàãðàììû òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ.36



Íà äèàãðàììàõ ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîáðàæàåòñÿ ýëåêòðîí, à âîëíèñòûìè � �îòîí. Òî÷êè, ãäå ëèíèÿ �îòîíàâûõîäèò èç ëèíèè ýëåêòðîíà èëè âõîäèò â íåå (óçëû), ñîîòâåòñòâóþò âçàèìîäåéñòâèþ ìåæäó íèìè, òàê ÷òî òîð-ìîçíîå èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì âòîðîãî ïîðÿäêà. Â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó âçàèìîäåéñòâèÿìè èçîáðàæàåòñÿòàê íàçûâàåìûé âèðòóàëüíûé ýëåêòðîí. Â ðåàêöèè ó÷àñòâóåò âíåøíåå ñòàöèîíàðíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÿäðà,÷òî îòìå÷åíî âîëíèñòîé ëèíèåé ñ ïåðå÷åðêíóòûì êðóæêîì íà åå êîíöå.Äëÿ îïèñàíèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ââîäèì ÷åòûðåõìåðíûå èìïóëüñû �îòîíà è ýëåêòðîíîâ: k = {k,~k},
~k = k~ω, |~ω| = 1, p = {p0, ~p}, p1

= {p01, ~p1}. Èõ êîìïîíåíòû ïîä÷èíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿì k2 = k2 − ~k2 = 0,
p2 = p2

0 − ~p 2 = m2c2, p2
1

= p2
01 − ~p 2

1 = m2c2. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ, êàê îáû÷íî: pk = kp0 − ~k ~p =
k(p0 − ~p ~ω). Êàê óæå ãîâîðèëîñü, âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî îäèí çàêîí ñîõðàíåíèÿ: p01 + k = p0. Ïîýòîìó èç øåñòèíåèçâåñòíûõ êîìïîíåíò èìïóëüñîâ ýëåêòðîíà è �îòîíà ïîñëå èçëó÷åíèÿ ìîæíî íàéòè òîëüêî îäíó. Îáû÷íîïðèíèìàþò, ÷òî ýòî ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ïîñëå èçëó÷åíèÿ: p01 = p0 − k. ×àñòîòó �îòîíà (èëè âåëè÷èíó èìïóëüñà
k), åãî íàïðàâëåíèå ~ω, à òàêæå íàïðàâëåíèå ýëåêòðîíà ïîñëå èçëó÷åíèÿ ~Ω íåîáõîäèìî çàäàòü.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áåçðàçìåðíûõ èìïóëüñîâ è ýíåðãèé �îòîíà è ýëåêòðîíîâ:

x =
k

mc
, z =

p

mc
, z1 =

p1

mc
, γ =

√

1 + z2, γ1 =
√

1 + z2
1 . (128)2. Ñå÷åíèå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ. Îíî ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íîé ïðîöåäóðîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè [6℄.Ïîëíîå ñå÷åíèå, ò. å. ñå÷åíèå, ïðîèíòåãðèðîâàííîå ïî íàïðàâëåíèÿì âòîðè÷íîãî ýëåêòðîíà è èçëó÷åííîãî �îòî-íà, êîãäà çàêðåïëåíû ëèøü ýíåðãèÿ èñõîäíîãî ýëåêòðîíà è ÷àñòîòà èçëó÷àåìîãî �îòîíà, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ââèäå

dσ(x, z) = 4Z2αfsr
2
e

z1
z

dx

x
F, (129)ãäå F (γ, x) = F1 + F2,

F1 =
4

3
− 2γγ1

(

1

z2
+

1

z2
1

)

+ l
γ1

z3
+ l1

γ

z3
1

− ll1
zz1

, F2 = (130)
=L
[

8

3

γγ1

zz1
+

x2

z3z3
1

(γ2γ2
1+z

2z2
1+γγ1)+

x

2zz1

(

l
γγ1+z

2

z3
−l1

γγ1+z
2
1

z3
1

)]

. (131)Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ëîãàðè�ìîâ êîìáèíàöèé ýíåðãèé ýëåêòðîíà äî è ïîñëå èçëó÷åíèÿ:
l = ln

γ + z

γ − z
= 2 ln(γ + z), l1 = ln

γ1 + z1
γ1 − z1

= 2 ln(γ1 + z1), (132)
L = ln

γγ1 + zz1 − 1

γγ1 − zz1 − 1
= 2 ln

γγ1 + zz1 − 1

x
. (133)Èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ: αfs = e2/~c � ïîñòîÿííàÿ òîíêîé ñòðóêòóðû, re = e2/mc2 � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñýëåêòðîíà, à áåçðàçìåðíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ γ1 = γ − x. Ñå÷åíèå F (γ, x) ñèììåòðè÷íî ïîîòíîøåíèþ ê õàðàêòåðèñòèêàì ýëåêòðîíà äî è ïîñëå èçëó÷åíèÿ.Ôîðìóëà äëÿ ñå÷åíèÿ ñïðàâåäëèâà â áîðíîâñêîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà îòíîøåíèå Zαfsc/v = Zαfsγ/z ≪ 1.Ïðè ðåëÿòèâèñòñêèõ ñêîðîñòÿõ v ∼ c è γ ∼ z, òàê ÷òî çàðÿä èîíà Z íå äîëæåí áûòü ñëèøêîì âåëèê.Ïðè ìàëûõ z1 â �îðìóëàõ (130)�(131) ïðîèñõîäÿò ñîêðàùåíèÿ, êîòîðûå âî èçáåæàíèå ïîòåðü òî÷íîñòè ïðèâû÷èñëåíèÿõ ñëåäóåò ïðîèçâåñòè àíàëèòè÷åñêè.
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Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè áåçðàçìåðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ z1
z

F

x
â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû èñïóùåí-íîãî �îòîíà ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ èìïóëüñà âòîðè÷íîãî ýëåêòðîíà. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòèïàäàþùåãî ýëåêòðîíà z

γ
=

√

z2
1 + x2 + 2xγ1

γ1 + x
. Õîòÿ ïî òðåáîâàíèÿì òåîðèè ýòà ñêîðîñòü íå ìîæåò áû ìàëîé,ðèñóíîê ýòî òðåáîâàíèå íå ó÷èòûâàåò. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñå÷åíèÿ (129) ïðèâåäåííûå âåëè÷èíû íóæíî óìíîæèòüíà 5.795 · 10−28Z2dx ñì2.3. ×àñòíûå è ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. �àññìîòðèì, êàêèå �îðìû ïðèíèìàåò ñå÷åíèå â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõñîîòíîøåíèé ìåæäó îïðåäåëÿþùèìè åãî âåëè÷èíàìè.1) Îñòàíîâèâøèéñÿ ýëåêòðîí. Â ïðåäåëå z1 → 0, êîãäà âñÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ïåðåäàåòñÿ �îòîíó, ÷àñòüñå÷åíèÿ F ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîé �óíêöèè ÷àñòîòû x. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó â �îðìóëàõ, ïîëó÷èì

F1 = lim
z1→0

F1 = −4

3
(γ − 1) − 2

l

z
+

2

z2

(

l

2z
− γ

)

, (134)
F2 = lim

z1→0
F2 =

2

x

[

8

3
γ+x2+x

(

l
γ+z2

2z3
−1

)

+
xγ

z2

(

x2

2
+
z2

6

)]

. (135)Â ïðèâåäåííûõ �îðìóëàõ âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíû êàê �óíêöèè àðãóìåíòîâ z, γ è ÷àñòîòû �îòîíà x. Îäíàêîòîëüêî îäíà èç íèõ ìîæåò áûòü âûáðàíà â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîé, òàê êàê îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè γ =

1 + x =
√

1 + z2, z =
√

γ2 − 1 =
√

x(2 + x), x = γ − 1 =
z2

γ + 1
. Îáîçíà÷åíèå l òåïåðü ïðåäñòàâëÿåò ïðåäåëüíóþâåëè÷èíó: l = 2 ln(γ + z) = 2 ln(1 + x +

√

x(2 + x)). Åñëè è ÷àñòîòó �îòîíà óñòðåìèòü ê íóëþ, òî z → 0, γ → 1.Ïðè ýòîì ïðåäåë F1 ïðè x → 0 ðàâåí êîíå÷íîé âåëè÷èíå, âåëè÷èíà æå F2 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òàê ÷òîìû ïðèâåäåì ïåðâîå ñëàãàåìîå, õàðàêòåðèçóþùåå åãî ïîâåäåíèå:
lim
x→0

F1 = −4

3
, F2 ∼ 16

3

1

x
. (136)2) Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Åñëè èìïóëüñ íà÷àëüíîãî ýëåêòðîíà íàñòîëüêî ìàë, ÷òî ìîæíî ïðèíÿòü z ≪ 1(íî ïî-ïðåæíåìó z ≫ Zαfs, òàê ÷òî çàçîð âîçìîæíûõ çíà÷åíèé z íåâåëèê), òî èìïóëüñ �îòîíà åùå ìåíüøå, òàêêàê â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè x = γ − γ1 ïåðåõîäèò â

x =
z2 − z2

1

2
≪ z. (137)Ïîýòîìó F1 ≪ F2, â ýòîé, áîëüøåé âåëè÷èíå (131) ìîæíî îïóñòèòü âñå ñëàãàåìûå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ êðîìåïåðâîãî, â êîòîðîì γ è γ1 ïîëîæèòü ðàâíûìè 1, à â ëîãàðè�ìå (133) çàìåíèòü èõ ðàçëîæåíèÿìè ñ óäåðæàíèåìîäíîãî ñëàãàåìîãî:

L ∼ ln
1 + (z2 + z2

1)/2 + zz1 − 1

1 + (z2 + z2
1)/2 − zz1 − 1

= ln
(z + z1)

2

(z − z1)2
= 2 ln

z + z1
z − z1

. (138)Â ðåçóëüòàòå â �îðìóëå äëÿ ñå÷åíèÿ F1 îêàæåòñÿ ðàâíûì íóëþ, òàê ÷òî
F = F2 =

16

3

1

zz1
ln
z + z1
z − z1

. (139)3) Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Çäåñü â �îðìóëàõ íàäî ïîëîæèòü z ∼ γ, z1 ∼ γ1, x = γ − γ1 è ïðåíåáðå÷üñëàãàåìûìè ïîðÿäêà 1/γ2, 1/γ2
1 è âûøå. Òîãäà

L∼2 ln
2γγ1

x
, F1∼−2

(

γ

γ1
+
γ1

γ
− 2

3

)

, F2∼−LF1, F1+F2 =−F1(L−1). (140)Åñëè ýíåðãèè ýëåêòðîíà äî è ïîñëå èçëó÷åíèÿ âåëèêè, òî ïîä çíàêîì ëîãàðè�ìà ñòîèò áîëüøàÿ âåëè÷èíà äàæåïðè x ≈ γ.4) �ðàíèöà ñïåêòðà. Ýòî ñëó÷àé, êîãäà ðåëÿòèâèñòñêèé ýëåêòðîí èçëó÷àåò ïî÷òè âñþ ñâîþ ýíåðãèþ, íî âñåæå íå îñòàíàâëèâàåòñÿ. Òîãäà x ≈ γ ≈ z ≫ 1, z1 ≪ γ è L ∼ 2 ln
γγ1 + γz1

γ
= l1,

F1 ∼ 2
γ

z2
1

(

l1
2z1

− γ1

)

, F2 ∼ l1
γ

z3
1

(

γ2
1 + z2

1 − γ1
l1

2z1

)

, (141)òàê ÷òî
F1 + F2 = 2

γ

z2
1

[

2γ2
1

l1
2z1

− γ1 − γ1

(

l1
2z1

)2
]

= 2
γγ1

z2
1

(

γ1 + z1 −
l1

2z1

)(

l1
2z1

− γ1 + z1

)

. (142)38



4. Ñâÿçü ñ íåðåëÿòèâèñòñêèìè âåëè÷èíàìè. Â àñòðî�èçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ ñå÷åíèå òîðìîç-íîãî èçëó÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè ñì2ñ, êîòîðîå â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè äàåòñÿ �îðìóëîé (117):
βcc(v, ν) =

32 π2

3
√

3

Z2 e6

m2 c3
gcc(v, ν)

v2 h ν
=

16π

3
√

3
Z2αfsr

2
e

1

z2

1

ν
gcc(v, ν). (143)Äàäèì îáîáùåíèå òàêîãî ñå÷åíèÿ íà ðåëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé, äëÿ ÷åãî âûðàçèì βc(z, x) ÷åðåç âåëè÷èíó F . Çà-ìåòèì, ÷òî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå ñîãëàñíî �îðìóëå (139)

F =
16

3

1

zz1
ln

(z + z1)
2

2x
. (144)Äëÿ îáîáùåíèÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé �îðìóëû (143) äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

βcc(z, x) = Z2αfsr
2
e

z1
z

F

ν
= 2πz2 r

3
e

c

z1
z

F

x
. (145)Òîãäà �îðìóëû (145) â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå è (143) ñîâïàäóò, åñëè ïðèíÿòü â êà÷åñòâå ìíîæèòåëÿ �àóíòà

gcc(v, ν) =

√
3

π
ln

(z + z1)
2

2x
, (146)÷òî îáû÷íî è äåëàåòñÿ.5.Ïîãëîùåíèå è èçëó÷åíèå. Òåïåðü âûðàçèì ÷åðåç ââåäåííûå âåëè÷èíû êîý��èöèåíòû ïîãëîùåíèÿ è èçëó÷å-íèÿ. Ñíà÷àëà ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ áóäåì ñ÷èòàòü çàêðåïëåííîé. Ñîñòàâèì ðåëÿòèâèñòñêèå àíàëîãè ñîîòíîøåíèéäåòàëüíîãî áàëàíñà òîðìîçíûõ ïðîöåññîâ ïðè ÒÄ�. Íåðåëÿòèâèñòñêîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ñå÷åíèé èìååò âèä (ñì.�îðìóëó (124))

nen
+
∗ f(v)dvv

βcc(v, ν)

4π
dν

[

1 +
c2Bν(T )

2hν3

]

= nen
+
∗ f(v1)dv1kcc(v1, ν)

Bν(T )

hν
dν. (147)Çäåñü kcc(v1, ν) � ñå÷åíèå òîðìîçíîãî ïîãëîùåíèÿ (êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ ïðè �èêñèðîâàííîé ñêîðîñòè ýëåê-òðîíà, ïðèíèìàþùåãî ýíåðãèþ �îòîíà, ðàâåí nen

+
∗ kcc(v1, ν)). Ôóíêöèÿ f(v) � íåðåëÿòèâèñòñêîå ìàêñâåëëîâñêîåðàñïðåäåëåíèå (118), íîðìèðîâàííîå íà åäèíè÷íûé èíòåãðàë ïî ñêîðîñòÿì. Ïðè ïåðåõîäå ê ðåëÿòèâèñòñêèì âå-ëè÷èíàì åãî íàäî çàìåíèòü ðåëÿòèâèñòñêèì ðàñïðåäåëåíèåì Ìàêñâåëëà

fM(γ) =
y

4πK2(y)
e−yγ , (148)ãäå y = mc2/kBT � áåçðàçìåðíàÿ îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà, à K2(y) � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà. Ýòî ðàñïðåäåëåíèåíîðìèðóåòñÿ óñëîâèåì

4π

∞
∫

0

fM(γ)z2dz = 1. (149)Ââèäó ðàçëè÷íîé íîðìèðîâêè äâóõ ðàñïðåäåëåíèé çàìåíà äîëæíà âûãëÿäåòü òàê:
f(v)dv → 4πfM(γ)z2dz. (150)Âïðî÷åì, ÷èñëåííûå ìíîæèòåëè â (147) ìîæíî îïóñòèòü, òàê êàê îíè îäèíàêîâî ïîÿâÿòñÿ êàê ñëåâà, òàê èñïðàâà.Ñêîðîñòü v â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (147) ñëåäóåò çàìåíèòü íà cz/γ. Òîãäà ðåëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå ðàâåí-ñòâà (147) ïðåäñòàíåò â �îðìå

nen
+
∗ fM(γ)z2dzc

z

γ
βcc(z, x)dν

[

1 +
c2

2hν3
Bν(T )

]

= 4πnen
+
∗ fM(γ1)z

2
1dz1kcc(z1, x)

Bν(T )

hν
dν. (151)Çäåñü, êàê è â (147), íàïèñàíî êîëè÷åñòâî �îòîíîâ, ñëåâà � èçëó÷àåìûõ (âêëþ÷àÿ âûíóæäåííîå èçëó÷åíèå), àñïðàâà � ïîãëîùàåìûõ åäèíèöåé îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè ýëåêòðîíàìè ñ îïðåäåëåííîé ñêîðîñòüþ â îïðåäå-ëåííîì èíòåðâàëå ÷àñòîò.Äëÿ óïðîùåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (151) ïðèìåì âî âíèìàíèå ðàâåíñòâà

γ = γ1 + x, fM(γ) = e−xyfM(γ1),
zdz

γ
=
z1dz1
γ1

, (152)39



à òàêæå ïîäñòàâèì �óíêöèþ Ïëàíêà. Òîãäà ïîëó÷èòñÿ ñâÿçü ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ ñ ñå÷åíèåì èçëó÷åíèÿ è âåëè-÷èíîé F :
kcc(z1, x) =

βcc(z, x)

8π

c3

ν2

z2

z1γ1
=
Z2

8π
αfsr

2
e

z

γ1
F
c3

ν3
. (153)Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë ýòîãî êîý��èöèåíòà, âûòåêàþùèé èç ðàâåíñòâ (147) è (143), èìååò âèä

kcc(v1, ν) =
βcc(v, ν)

8π

c2

ν2

v2

v1
=

2

3
√

3
Z2αfsr

2
e

c2

ν3

gcc(v, ν)

v1
. (154)Ýòî âûðàæåíèå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò �îðìóëå (153), òàê êàê â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå v = cz, v1 = cz1,

γ1 = 1 è âûïîëíÿþòñÿ �îðìóëû (144) è (146).6. Óñðåäíåíèå ïî ýíåðãèÿì ýëåêòðîíîâ. Èç ñîîòíîøåíèÿ (151), ïðîèíòåãðèðîâàííîãî ïî èìïóëüñàì ýëåêòðî-íîâ, íàõîäèì ñâÿçü ìåæäó óñðåäíåííûìè êîý��èöèåíòàìè òåïëîâîãî òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ǫcc(x, y) è ïîãëî-ùåíèÿ αcc(x, y) = nen
+
∗ kcc(x, y), êîòîðîå çàïèøåì â âèäå

ǫcc(x, y)

[

1 +
c2

2hν3
Bν(T )

]

= αcc(x, y)Bν(T ). (155)Ýòà ñâÿçü ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì Êèðõãî�à�Ïëàíêà.Êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ â ðàñ÷åòå íà îäèí ýëåêòðîí è îäèí èîí äàåòñÿ �îðìóëàìè
ǫcc(x, y)

nen+
=hνc

∞
∫

zmin

βcc(z, x)
z3

γ
fM(γ)dz=Z2αfsr

2
ehce

−xy

∞
∫

0

FfM(γ1)
z

γ1
z2
1dz1. (156)Çäåñü zmin � íàèìåíüøèé èìïóëüñ ýëåêòðîíà, ñïîñîáíîãî èçëó÷èòü �îòîí ÷àñòîòû x. ßñíî, ÷òî γmin = 1 + x,òàê ÷òî zmin =

√

x(2 + x). Çâåçäî÷êó ó êîíöåíòðàöèè èîíîâ â îáùåì ñëó÷àå ñòàâèòü íå íàäî.Ïîëíîå ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ (ò. å. óñðåäíåííîå ïî ñêîðîñòÿì ýëåêòðîíîâ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç òîò æå èíòåãðàë:
kcc(x, y)=

∞
∫

0

kcc(z1, x)4πz
2
1fM(γ1)dz1 =

Z2

2
αfsr

2
e

c3

ν3

∞
∫

0

FfM(γ1)
z

γ1
z2
1dz1. (157)Èç �îðìóë (153) è (157) ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü ñå÷åíèé ïîãëîùåíèÿ ñì5.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ ðåëÿòèâèñòñêîãî òîðìîçíîãî ïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ íàäîâû÷èñëèòü èíòåãðàë

F̃ (x, y)=

∞
∫

0

F (γ, x)fM(γ1)
z

γ1
z2
1dz1 =

y

4πK2(y)

∞
∫

1

F (γ, x)e−yγ1zz1dγ1. (158)Èíòåãðàë (158) âû÷èñëÿåòñÿ ÷èñëåííî. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ãðà�èêè, îòðàæàþùèå çàâèñèìîñòü ïðîèçâåäå-íèÿ 4πF̃ (x, y) îò ÷àñòîòû x, äëÿ íåêîòîðûõ òåìïåðàòóð, õàðàêòåðèçóåìûõ ïàðàìåòðîì y.Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà ñðàâíèìà ñ ýíåðãèåé ïîêîÿ ïðîòîíà, òî èîí íåëüçÿ ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íîòÿæåëûì. �àñ÷åò òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö áîëåå ñëîæåí (ñì. [6℄). Òîðìîçíîå èçëó-÷åíèå âîçìîæíî òàêæå ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýëåêòðîíà ñ ýëåêòðîíîì è ýëåêòðîíà ñ ïîçèòðîíîì, íî ýòî ïðîöåññûòðåòüåãî ïîðÿäêà ïî âçàèìîäåéñòâèþ è èõ îïèñàíèå áîëåå ãðîìîçäêî [6℄.� 3. �åêîìáèíàöèîííûé ìåõàíèçì1. Ñå÷åíèå ðåêîìáèíàöèè. �åêîìáèíàöèÿ, òî÷íåå �îòîðåêîìáèíàöèÿ, � ýòî ïðèñîåäèíåíèå èîíîì ýëåêòðîíàñ èçëó÷åíèåì �îòîíà è ïðåâðàùåíèå èîíà â àòîì (èëè èîí ìåíüøåé ñòàäèè èîíèçàöèè). �åêîìáèíàöèÿ ìîæåòïðîèçîéòè êàê íà îñíîâíîé óðîâåíü àòîìà, òàê è íà âîçáóæäåííûå óðîâíè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âñëåä çà ðå-êîìáèíàöèåé ïðîèñõîäÿò êàñêàäíûå ïåðåõîäû íà óðîâíè, ðàñïîëîæåííûå íèæå, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èçëó÷àþòñÿ�îòîíû â ñïåêòðàëüíûõ ëèíèÿõ.Â ýòîì ïàðàãðà�å òåì æå ïðèáëèæåííûì ñïîñîáîì âûâåäåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñå÷åíèÿ ðåêîìáèíàöèè ñ îáðà-çîâàíèåì âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà. Ñíîâà ñëåäóåì èçëîæåíèþ êíèãè [18℄.Ýíåðãèè äèñêðåòíûõ ñîñòîÿíèé âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà Ei = −Z2χH/i
2, ãäå i � ãëàâíîå êâàíòîâîå ÷èñ-ëî. Ïóñòü ýëåêòðîí ñ ïîëîæèòåëüíîé ýíåðãèåé mv2/2 ïåðåõîäèò â îäíî èç ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé i. Ïðè ýòîìèçëó÷àåòñÿ �îòîí, ÷àñòîòà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

hν =
mv2

2
− Ei. (159)40
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x�èñ. 5. Ñïåêòðàëüíàÿ çàâèñèìîñòü èíòåãðàëà F̃ (x, y) ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõÇàêðåïèì ñêîðîñòü ýëåêòðîíà v è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèñêðåòíûå óðîâíè ðàñïîëîæåíû áëèçêî äðóã ê äðóãó,òàê ÷òî èõ íîìåð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíî èçìåíÿþùóþñÿ ïåðåìåííóþ. Òîãäà ìîæíî íàïèñàòüäè��åðåíöèàëüíîå ñîîòíîøåíèå
dν

di
= − 1

h

dEi

di
= Z2 2

h

χH

i3
. (160)Ñå÷åíèå ðåêîìáèíàöèè ïîëó÷èì, ðàññìàòðèâàÿ ýòîò ïðîöåññ êàê ïðîäîëæåíèå òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ íà äèñ-êðåòíûå êîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ. Ïðè äåéñòâèè îáîèõ ìåõàíèçìîâ èçëó÷àþòñÿ �îòîíû ñ ÷àñòîòàìè îò ν äî ν + dν,êîëè÷åñòâî êîòîðûõ 1

hν

dqν
dν

dν. Íî ïðè ðåêîìáèíàöèè èîí ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå àòîìà ñ èíòåðâàëîì äèñêðåòíûõóðîâíåé ýíåðãèè ñ íîìåðàìè îò i äî i+di. Ïîýòîìó ïî àíàëîãèè ñ (116) ìîæíî íàïèñàòü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:
βci(v, ν) =

1

hν

dqν
dν

dν

di
=

27π4

3
√

3

Z4e10

mc3h4

1

i3
1

v2ν
gci(ν), (161)ãäå gci(ν) � ñîîòâåòñòâóþùèé ãàóíòîâñêèé ìíîæèòåëü.2. Èçëó÷àòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü. Òåïåðü íàéäåì, ñêîëüêî ýíåðãèè èçëó÷àåòñÿ ïðè ðåêîìáèíàöèÿõ â åäèíèöåîáúåìà çà åäèíèöó âðåìåíè â ðàñ÷åòå íà åäèíè÷íûé èíòåðâàë ÷àñòîò è â åäèíèöó òåëåñíîãî óãëà. Äëÿ ýòîãîçàêðåïèì íå ñêîðîñòü ýëåêòðîíà, à íîìåð óðîâíÿ, íà êîòîðûé ïðîèñõîäèò ðåêîìáèíàöèÿ. Òîãäà ñîîòíîøåíèå(159) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ ýëåêòðîíà è ÷àñòîòîé èçëó÷àåìîãî �îòîíà, ïðè÷åì mvdv = hdν.×àñòîòà èçëó÷àåìîãî �îòîíà ìîæåò áûòü ëþáîé, íî íå ìåíüøåé ÷àñòîòû ïðåäåëà i-òîé ñåðèè νi = −Ei/h, òàê÷òî ïðè ðåêîìáèíàöèè èçëó÷àåòñÿ íåïðåðûâíûé ñïåêòð çà ïðåäåëîì i-òîé ñåðèè. Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

ǫci(ν)dν = nen
+hν

1

4π
βci(ν)vdvf(v). (162)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ ñå÷åíèÿ (161) è äëÿ �óíêöèè Ìàêñâåëëà (118), à òàêæå ó÷òÿ ñâÿçü ñêîðîñòè ýëåêòðîíàè ÷àñòîòû (159), íàéäåì

ǫci(ν) = nen
+ 27π4

3
√

3

Z4e10m

c3h2

1

i3
gci(ν)

1

(2πmkBT )3/2
exp

(

− hν

kBT
+ Z2 χH

2i2kBT

)

. (163)Ôîðìóëû (161) è (163) (áåç ìíîæèòåëåé �àóíòà) òàêæå áûëè ïîëó÷åíû Õ.À.Êðàìåðñîì. Ìíîæèòåëü �àóíòàçàäàåòñÿ ïðèáëèæåííîé �îðìóëîé [24℄
gci(ν) ≈ 1 − 0.1728

(

hν

Z2χH

)1/3(
2

i2
Z2χH

hν
− 1

)

. (164)41



Íàðÿäó ñ èçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ èíòåãðàëüíàÿ âåëè÷èíà, à èìåííî, êîý��èöèåíòñïîíòàííîé ðåêîìáèíàöèè. Ýòî ÷èñëî ðåêîìáèíàöèé â åäèíèöå îáúåìà â åäèíèöó âðåìåíè
Aci(T ) =

4π

nen+

∞
∫

νi

ǫci(ν)
dν

hν
=

∞
∫

0

βci(ν)f(v)vdv. (165)Åñëè âûíåñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ãàóíòîâñêîãî ìíîæèòåëÿ èç-ïîä èíòåãðàëà, òî äëÿ êîý��èöèåíòà ðåêîìáèíàöèèïîëó÷èòñÿ ïðèáëèæåííàÿ �îðìóëà
Aci(T ) =

29π5

3
√

3

Z4e10m

c3h3

1

i3
gci

(2πmkBT )3/2
E1

(

hνi

kBT

)

exp

(

hνi

kBT

)

. (166)Çäåñü E1(x) � èíòåãðàëüíàÿ ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ. Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå çàâèñèìîñòè Aci(T ) îòòåìïåðàòóðû.
lgAci(T ) + 19 lg kic(ν)
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lg T lg ν�èñ. 6. Êîý��èöèåíòû Aci(T ) ïðè i = 1(1)10. �èñ. 7. Êîý��èöèåíòû kic(ν) ïðè i = 1(1)10.3. Êîý��èöèåíò èîíèçàöèè. Ñå÷åíèå èîíèçàöèè íàõîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è ñå÷åíèå òîðìîçíîãî ïîãëî-ùåíèÿ � èç óñëîâèÿ äåòàëüíîãî áàëàíñà ïðè ÒÄ�:
4πnikic(ν)Bν (T )

dν

hν
= nen

+f(v)vdvβci(ν)

[

1 +
c2

2hν3
Bν(T )

]

. (167)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå �îðìóëû Áîëüöìàíà, Ñàõà (äëÿ âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà g+ = 1) è Ïëàíêà, ïîëó÷àåì
kic(ν) =

1

gi

c2m2v2

h2ν2
βci(ν) =

26π4

3
√

3
Z4 e

10m

ch6

1

i5
1

ν3
gci(ν). (168)Ýòà îêîí÷àòåëüíàÿ �îðìóëà ñïðàâåäëèâà äëÿ âîäîðîäîïîäîáíûõ èîíîâ ïðè ïðîèçâîëüíûõ óñëîâèÿõ. Íàïîìíèì,÷òî âõîäÿùàÿ â íåêîòîðûå âåëè÷èíû ñêîðîñòü ýëåêòðîíà äîëæíà íàõîäèòüñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (159), ïðè÷åì, êàêè âûøå, �îðìóëà äëÿ kic(ν) ñïðàâåäëèâà ïðè ν ≥ νi. Íà ðèñ. 7 äàíû ãðà�èêè ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ kic(ν) äëÿ

i = 1(1)10 â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû â ïðîèçâîëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ.Ñîãëàñíî �îðìóëå (168) íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ ñå÷åíèÿ ïîãëîùåíèÿ çà ñ÷åò èîíèçàöèè íàáëþäàåòñÿ ó ãîëîâñåðèé, ò. å. ïðè ν = νi, ïðè÷åì ïðè èîíèçàöèè èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ îíî ïðîïîðöèîíàëüíî i.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ íàäî íàéòè ñóììó αbf(ν) =
∞
∑

i=i0(ν)

nikic(ν), ãäå íèæíèé ïðåäåë âñóììå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ν ≥ νi0(ν). Íàïîìíèì, ÷òî âûñîêèå ñîñòîÿíèÿ íå îñóùåñòâëÿþòñÿ, õîòÿ çäåñü ýòîîáñòîÿòåëüñòâî íå ñòîëü ñóùåñòâåííî, êàê ïðè âû÷èñëåíèè ñóììû ïî ñîñòîÿíèÿì, òàê êàê ðÿä ñõîäèòñÿ.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, êîãäà ñïðàâåäëèâû �îðìóëû Ìàêñ-âåëëà, Áîëüöìàíà è Ñàõà (íî íå Ïëàíêà), êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ çà ñ÷åò èîíèçàöèè ïðåäñòàâëÿþò â òàêîìæå âèäå, ÷òî è αcc: αic = nen
+k̃ic, ãäå
k̃ic(ν) =

26π4

3
√

3

Z4me10

ch3

gci(ν)

(2πmkBT )3/2

1

i3
1

ν3
e−Ei/kBT . (169)�àçìåðíîñòü kic � ñì2, à k̃ic � ñì5. 42



à á
lg[αbf(ν)/n1] + 19 lg[αbf(ν)/n1] + 19
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lg ν�èñ. 8. Çíà÷åíèÿ lg[αbf(ν)/n1] + 19 äëÿ T = T5 · 105, T5 = 0.2, 0.3, 0.5, 0.7, 1 (à) è T5 = 1, 2, 3, 4, 6, 10 (á).à á
lg[α(ν)/(nen

+)] + 41 lg[α(ν)/(nen
+)] + 41

0.1

0.2

0.3

0.6

1.0
0

15.0

10

20

30

40

50

60

70

80

13.5 14.0 14.5 15.5 16.0

7

2

13.5 15.0

1

3

4

5

6

8

9

10

0
15.5 16.014.0 14.5

10

5

3

2

1

T5 T5

lg ν�èñ. 9. Çíà÷åíèÿ lg[α(ν)/(nen
+)] + 41 äëÿ T = T5 · 10

5, T5 = 0.2, 0.3, 0.5, 0.7, 1 (à) è T5 = 1, 2, 3, 4, 6, 10 (á).Äëÿ ïðèìåðà ïðèâåäåíû ãðà�èêè ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ çà ñ÷åò ñâÿçàííî-ñâîáîäíûõ ïåðåõîäîâ (bound-free) αbf(ν) è ïîëíûõ êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ α(ν) = αcc(ν) + αbf(ν) çà ñ÷åòòîðìîçíîãî è ðåêîìáèíàöèîííîãî ìåõàíèçìîâ, âû÷èñëåííûå áåç ó÷åòà ìíîæèòåëåé �àóíòà äëÿ áîëüöìàíîâñêîãîðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèÿì àòîìà âîäîðîäà è ïðè âûïîëíåíèè �îðìóëû Ñàõà. Äàíû çíà÷åíèÿ lg[αb f(ν)/n1]+19(ðèñ. 8) è lg[α(ν)/(nen
+)]+41 (ðèñ. 9) äëÿ òåìïåðàòóð T = T5 ·105 Ê. Âåëè÷èíû T5 óêàçàíû îêîëî êðèâûõ. ßñíîâèäåí ïèëîîáðàçíûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû.Ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ïîãëîùåíèÿ ïðè ñâîáîäíî-ñâîáîäíûõè ñâÿçàííî-ñâîáîäíûõ ïåðåõîäàõ îáðàòíîé òðåòüåéñòåïåíè ÷àñòîòû èìååò âàæíûå ñëåäñòâèÿ. Íàïðèìåð, íåéòðàëüíûé âîäîðîä íåïðîçðà÷åí äëÿ èçëó÷åíèÿ ñ äëèíîéâîëíû, ìåíüøåé 912 A◦, è ñòàíîâèòñÿ ïðîçðà÷íûì òîëüêî â ðåíòãåíîâñêîì äèàïàçîíå.Ôîðìóëû äëÿ êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ, ïðèâåäåííûå â äâóõ ïåðâûõ ïàðàãðà�àõ, øèðîêîèñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè çâåçäíûõ àòìîñ�åð, ãàçîâûõ òóìàííîñòåé è äðóãèõ îáúåêòîâ (ñì. [51℄).4. �åêîìáèíàöèîííûå ðàäèîëèíèè (��Ë). Ýòî ëèíèè, âîçíèêàþùèå ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó âûñîêèìè óðîâíÿ-ìè àòîìîâ. Äëÿ íàõîäÿùèõñÿ íà òàêèõ óðîâíÿõ âíåøíèõ ýëåêòðîíîâ ïî÷òè íåñóùåñòâåííî âíóòðåííåå ñòðîåíèåàòîìíîãî îñòàòêà, èìååò çíà÷åíèå òîëüêî ìàññà è çàðÿä. Çàðÿä ÿäðà ýêðàíèðóåòñÿ áëèçêèìè ê íåìó ýëåêòðî-íàìè, òàê ÷òî ðåçóëüòèðóþùèé çàðÿä ñîâïàäàåò ñ çàðÿäîì îñòàòêà. Ïîëå îñòàòêà â âûñîêîé ñòåïåíüþ ìîæíîñ÷èòàòü êóëîíîâñêèì. Ïîýòîìó ïîëîæåíèÿ ëèíèé ðàçíûõ ýëåìåíòîâ ñ îäèíàêîâûìè ãëàâíûìè êâàíòîâûìè ÷èñ-ëàìè ñîñòîÿíèé âíåøíåãî ýëåêòðîíà áëèçêè: ðàçëè÷èÿ îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ðàçëè÷èåì ìàññ ÿäåð è âñëåäñòâèåýòîãî � ïðèâåäåííûõ ìàññ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì çäåñü ëèíèè àòîìà íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîãîýëåìåíòà � âîäîðîäà.Â âûñîêî âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèÿõ ýëåêòðîí â ñðåäíåì íàõîäèòñÿ íà äîâîëüíî áîëüøîì ðàññòîÿíèè îòÿäðà. Ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ýëåêòðîíà â ñîñòîÿíèè ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì i è àçèìóòàëüíûì l ñîñòàâëÿåò

ri = 0.269[3i2 − l(l + 1)]A
◦ [7℄, òàê ÷òî ïðè i = 1000 ðàçìåð àòîìà âîäîðîäà äîñòèãàåò ≈ 10−8 · 106 = 10−2 ñì,43



ò. å. òàêîé àòîì ìîæíî áûëî áû óâèäåòü íåâîîðóæåííûì ãëàçîì. Îäíàêî, îñóùåñòâëåíèþ ñîñòîÿíèé ñ âûñîêèìèóðîâíÿìè ýíåðãèè ìåøàþò ñîñåäíèå ÷àñòèöû, ïðè÷åì ÷åì áîëüøå èõ êîíöåíòðàöèÿ N , òåì ìåíüøå íîìåð i∗ïîñëåäíåãî óðîâíÿ, êîòîðûé åùå ìîæåò ñîçäàñòüñÿ. Ýòîò íîìåð îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàçðóøåíèÿ âûñîêèõóðîâíåé àòîìîâ ñîñåäíèìè ÷àñòèöàìè.Íîìåð i0 äëÿ àòîìà âîäîðîäà ìîæíî îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, îòîæäåñòâèâ ñ íèì íîìåð ïîñëåäíåé áàëüìåðîâ-ñêîé ëèíèè, êîòîðàÿ íàáëþäàåòñÿ â ñïåêòðå ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà.Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò ñëåäóþùèé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö N â àñòðî�èçè÷åñêèõ îáú-åêòàõ. ßñíî, ÷òî ðàäèóñ, êîòîðûé åùå ìîæåò èìåòü àòîì, íå ïîäâåðãàÿñü ðàçðóøåíèþ îêðåñòíûìè ÷àñòèöà-ìè, ïðèáëèçèòåëüíî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì Nr3i∗ ∼ 1. Òàê êàê ýòî i∗, êàê ïðàâèëî, äîñòàòî÷íî áîëüøîå, òî
ri∗ ≈ 10−8i2∗ ñì, òàê ÷òî N ∝ i−6

∗ . Íîìåð i∗ ìîæíî îïðåäåëèòü èç íàáëþäåíèé, õîòÿ ýòî ñäåëàòü íå î÷åíü ïðîñòîèç-çà êîíå÷íîé øèðèíû ëèíèé è ñëèÿíèÿ èõ ó ïðåäåëà áàëüìåðîâñêîé ñåðèè. Âëèÿíèå ý��åêòà Øòàðêà, äîïîë-íèòåëüíî ðàñøèðÿþùåãî ëèíèè è ïðèâîäÿùåãî ê èõ áîëåå ðàííåìó ñëèÿíèþ, åùå óâåëè÷èâàåò ñòåïåíü íîìåðà äî7.5. Ýòà òðóäíîñòü óñóãóáëÿåòñÿ, åñëè íåäîñòàòî÷íî ðàçðåøåíèå ñïåêòðîãðà�à. Â òî æå âðåìÿ îøèáêà â íîìåðåíà íåñêîëüêî åäèíèö ïðèâåäåò ê áîëüøîé îøèáêå â êîíöåíòðàöèè, òàê êàê çàâèñèìîñòü N îò i∗ î÷åíü ñèëü-íàÿ. Òåì íå ìåíåå, êîãäà ëó÷øåãî ñïîñîáà íåò, ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ýòîìó. Åùå â 30-å ãîäû áûëà âûâåäåíà�îðìóëà Èíãëèñà�Òåëëåðà, ñâÿçûâàþùàÿ N è i∗:
lgN = 23.26 − 7.5 lg i∗. (170)Ýòà �îðìóëà çàòåì ìíîãîêðàòíî óòî÷íÿëàñü.Íàïðèìåð, â ñïåêòðàõ çâåçä i∗ ïîðÿäêà äåñÿòêà, â ñïåêòðàõ òóìàííîñòåé � äî ñîòíè, à â ñïåêòðàõ ìåæçâåçä-íîé ñðåäû äîõîäèò äî íåñêîëüêèõ ñîòåí. Ñòîëü âûñîêèå óðîâíè ïðîÿâëÿþòñÿ íå â áàëüìåðîâñêîé ñåðèè, à ïðèïåðåõîäàõ ìåæäó âûñîêèìè óðîâíÿìè, êîòîðûå îáðàçóþò ðåêîìáèíàöèîííûå ðàäèîëèíèè.Êàê èçâåñòíî, ëèíèè âîäîðîäà, îáúåäèíåííûå òåì, ÷òî ó íèõ îáùèé íèæíèé óðîâåíü, îáðàçóþò ñåðèè. Åñëè ïå-ðåõîä ïðîèñõîäèò íà ïåðâûé óðîâåíü, ëèíèè ïîïàäàþò â ÓÔ îáëàñòü, íàçûâàþòñÿ ëàéìàíîâñêèìè è îáîçíà÷àþòñÿ

Lα, Lβ, Lγ , . . .. Âòîðàÿ ñåðèÿ � áàëüìåðîâñêàÿ � ðàñïîëàãàåòñÿ â âèäèìîé îáëàñòè, åå ëèíèè Hα, Hβ , Hγ , . . ..Ïåðâûå äâå ñåðèè âûäåëåíû òåì, ÷òî îíè îòäåëåíû äðóã îò äðóãà è îò äðóãèõ ñåðèé. Âñå îñòàëüíûå ñåðèè âòîé èëè èíîé ñòåïåíè ïåðåêðûâàþòñÿ, à ëèíèè âûñîêèõ ñåðèé ñèëüíî ïåðåïóòàíû, òàê ÷òî äëÿ èõ îòîæäåñòâ-ëåíèÿ íåîáõîäèìî òî÷íîå èçìåðåíèå ÷àñòîòû èëè äëèíû âîëíû. Â îòëè÷èå îò ëèíèé ïåðâûõ ñåðèé ñèìâîëàìè
Hi+1α, Hi+2β , Hi+3γ , . . . îáîçíà÷àþòñÿ ëèíèè, ó êîòîðûõ îáùèé íèæíèé óðîâåíü ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì
i. Äëÿ ïðèìåðà óêàæåì, ÷òî ëèíèÿ H103γ îáðàçóåòñÿ ïðè ïåðåõîäå 103 → 100.Íàèáîëüøóþ âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåíñèâíîñòü èìåþò ïåðâûå ëèíèè ñåðèé. Ó ñåðèé ñâûñîêèìè îáùèìè óðîâíÿìè i èíòåíñèâíîñòü ëèíèè Hiα â ïÿòü ðàç áîëüøå, ÷åì ó Hi+1β , è â 100 ðàç áîëüøå,÷åì ó Hi+5ε. ×àñòîòû ïåðâûõ ëèíèé ñåðèé ìîæíî âû÷èñëèòü ïî �îðìóëå

νHiα = 3288052
2i+ 1

i2(i+ 1)2
��ö. (171)Ïðè i ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòåí ëèíèè ïîïàäàþò â ðàäèîäèàïàçîí.Ýéíøòåéíîâñêèå êîý��èöèåíòû ñïîíòàííîãî ïåðåõîäà Ai+1,i ïðè áîëüøèõ i ïðîïîðöèîíàëüíû i−5, òàê ÷òîäëÿ íàêîïëåíèÿ âäîëü ëó÷à çàìåòíîãî èçëó÷åíèÿ íåîáõîäèìî ìíîãî àòîìîâ, ÷òî îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî â êîñ-ìè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî îïòè÷åñêèå òîëùèíû â ýòèõ ëèíèÿõ âñå ðàâíî î÷åíü ìàëû è ðàññåÿíèÿ â íèõíå ïðîèñõîäèò.Íà âîçìîæíîñòü è âàæíîñòü íàáëþäåíèé ��Ë óêàçàë Í.Ñ.Êàðäàøåâ [27℄ â 1959 ãîäó. Îí ðàññ÷èòàë âåðî-ÿòíîñòè ïåðåõîäîâ äëÿ ýòèõ ëèíèé. Ïåðâûå íàáëþäåíèÿ ��Ë áûëè ïîëó÷åíû â ÔÈÀÍ (ïåðåõîä 91 → 90) è íàÁîëüøîì Ïóëêîâñêîì òåëåñêîïå (ÁÏ�, ïåðåõîä 105 → 104) â 1964 ãîäó. Â 1966 ãîäó áûëè îáíàðóæåíû ��Ëãåëèÿ è óãëåðîäà.×àñòî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ��Ë ïîäâåðæåíû ìàçåðíîìó óñèëåíèþ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âìåæçâåçäíîé ñðåäå (ÌÇÑ) â çîíàõ H II âîäîðîä ñèëüíî èîíèçîâàí. Ïî÷òè âñå íåéòðàëüíûå àòîìû íàõîäÿòñÿíà îñíîâíîì óðîâíå, íàñåëåííîñòü âòîðîãî íà ìíîãî ïîðÿäêîâ ìåíüøå, ÷åì îñíîâíîãî. Îäíàêî, âñëåäñòâèå òîãî,÷òî ñâîáîäíûå ýëåêòðîíû ý��åêòèâíî âçàèìîäåéñòâóþò ñ âûñîêèìè óðîâíÿìè àòîìîâ, îòíîñèòåëüíûå íàñåëåí-íîñòè âûñîêèõ óðîâíåé îêàçûâàþòñÿ áëèçêè ê ðàâíîâåñíûì, òî åñòü ê îïðåäåëÿåìûì ïî �îðìóëå Áîëüöìàíà.Áîëåå òîãî, ÷åì âûøå óðîâåíü, òåì ýòà áëèçîñòü ñèëüíåå. Ïðè÷èíîé ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîå (ìàêñâåëëîâ-ñêîå) ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî ñêîðîñòÿì, êîòîðîå äîñòàòî÷íî áûñòðî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè êóëîíîâñêèõñòîëêíîâåíèÿõ.Îáîçíà÷èì îòíîøåíèå ðåàëüíîé êîíöåíòðàöèè àòîìà âîäîðîäà â ñîñòîÿíèè ñ ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîìê ðàâíîâåñíîé ÷åðåç bi, òàê ÷òî ni = bin

∗
i . Âåëè÷èíû bi íàçûâàþòñÿ ìåíçåëîâñêèìè ìíîæèòåëÿìè. Îíè áûëèââåäåíû Ä.Ìåíçåëîì [77℄ â ñâÿçè ñ ðàñ÷åòàìè áàëüìåðîâñêîãî äåêðåìåíòà, òî åñòü îòíîøåíèé èíòåíñèâíîñòåéáàëüìåðîâñêèõ ëèíèé. 44



Çàïèøåì óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â ëèíèè Hi+1α:
dIν
ds

= −niki(ν)Iν + Ci(ν)ni+1

[

1 +
c2

2hν3
Iν

]

. (172)Êîý��èöèåíò Ci(ν) îïðåäåëÿåì, êàê âñåãäà, ïðèðàâíÿâ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ïðè ÒÄ� ê íóëþ:
n∗

i ki(ν)Bν(T ) = Ci(ν)n
∗
i+1

[

1 +
c2

2hν3
Bν(T )

]

, Ci(ν) =
gi

gi+1

2hν3

c2
ki(ν). (173)Óðàâíåíèå ïåðåíîñà ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

dIν
ds

= −niki(ν)

(

1 − gi

gi+1

ni+1

ni

)

Iν +
2hν3

c2
ki(ν)

gi

gi+1
ni+1. (174)Âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â êðóãëûõ ñêîáêàõ, ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî:

1 − gi

gi+1

ni+1

ni
= 1 − gi

gi+1

n∗
i+1

n∗
i

bi+1

bi
= 1 − bi+1

bi
e−hν/kBT . (175)Îáà ìíîæèòåëÿ â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè áëèçêè ê 1. �àçëîæèì èõ ïî �îðìóëå Òåéëîðà:

bi+1

bi
≈ bi + ∆bi

bi
= 1 + ∆(ln bi), e

−hν/kBT ≈ 1 − hν

kBT
. (176)Òîãäà

1 − gi

gi+1

ni+1

ni
≈ hν

kBT
− ∆(ln bi). (177)�àñ÷åòû íàñåëåííîñòåé âûñîêèõ óðîâíåé, ïðîèçâåäåííûå ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ñòàöèîíàðíîñòè, ïîêàçàëè,÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå â (177) ∆(ln bi) > 0 (òàê êàê ÷åì âûøå óðîâåíü, òåì îí áëèæå ê ðàâíîâåñèþ, òî åñòü

bi+1 áëèæå ê åäèíèöå, ÷åì bi) è ìîæåò áûòü áîëüøå ïåðâîãî. Òàêèì îáðàçîì êîý��èöèåíò ïîãëîùåíèÿ ìîæåòáûòü îòðèöàòåëüíûì, ÷òî è ïðèâîäèò ê ìàçåðíîìó ý��åêòó. Õîòÿ îïòè÷åñêèå òîëùèíû â ��Ë íåâåëèêè, ýòèëèíèè îêàçûâàþòñÿ áîëåå èíòåíñèâíûìè è áîëåå óçêèìè, ÷åì ïîëó÷àåòñÿ ïî òåîðèè, íå ó÷èòûâàþùåé ìàçåðíîãîý��åêòà.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íàáëþäåíèå ��Ë ÿâëÿåòñÿ ìîùíûì ñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ �èçè÷åñêèõ óñëîâèé â ðàçðå-æåííûõ àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòàõ. Áîëåå ïîäðîáíî î ��Ë ìîæíî ïðî÷èòàòü â êíèãàõ [25, 54℄ è â ýíöèêëîïåäèè[56℄.
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�ëàâà IV. Ìàãíèòî-òîðìîçíîé ìåõàíèçì� 1. �åîìåòðèÿ è òåðìèíîëîãèÿ1. Äâèæåíèå è èçëó÷åíèå çàðÿäà. Ïóñòü çàðÿä e ìàññîé m ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè â íåêîòîðîéñèñòåìå îòñ÷åòà. Öåíòð îêðóæíîñòè íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ýòîé ñèñòåìû è ñ÷èòàåòñÿ íåïîäâèæíûì, ò. å.ñèñòåìà îòñ÷åòà æåñòêî ñâÿçàíà ñ íèì.Ïî îêðóæíîñòè äâèæåòñÿ çàðÿä âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, åñëè íå ó÷èòûâàòü èçëó÷åíèåçàðÿäà è åñëè åãî ñêîðîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ìàãíèòíîìó ïîëþ. Åñëè èìååòñÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñêîðîñòè âäîëüïîëÿ, òî òðàåêòîðèÿ çàðÿäà � ñïèðàëü, òî÷íåå � âèíòîâàÿ ëèíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [29℄). Ýòîò áîëåå ñëîæíûéñëó÷àé áóäåì ðàññìàòðèâàòü âî âòîðóþ î÷åðåäü.Âëèÿíèåì ïîòåðü ýíåðãèè çàðÿäà íà èçëó÷åíèå ìû ïðåíåáðåãàåì, ò. å. ñ÷èòàåì, ÷òî òðàåêòîðèÿ çàðÿäà âðåçóëüòàòå èçëó÷åíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ. Òàê ìîæíî ïîñòóïàòü ââèäó òîãî, ÷òî ýíåðãèÿ èçëó÷åíèÿ çàðÿäà ñîñòàâëÿåòìàëóþ äîëþ åãî ýíåðãèè.Èçëó÷åíèå ðàññìàòðèâàåìîãî çàðÿäà èëè ñîâîêóïíîñòè òàêèõ çàðÿäîâ íàçûâàåòñÿ ìàãíèòî-òîðìîçíûì (èìåí-íî ïîòîìó, ÷òî çàðÿäû òîðìîçÿòñÿ âñëåäñòâèå èçëó÷åíèÿ, è ïî àíàëîãèè ñ òîðìîçíûì èçëó÷åíèåì çàðÿæåííûõ÷àñòèö â ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå äðóãèõ çàðÿäîâ). Åñëè çàðÿäû íåðåëÿòèâèñòñêèå èëè óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèå, òî èõèçëó÷åíèå íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî öèêëîòðîííûì èëè ñèíõðîòðîííûì, â äèàïàçîíå ïðîìåæóòî÷íûõ ýíåðãèéãîâîðÿò î ãèðîöèêëîòðîííîì èçëó÷åíèè.Ïîñêîëüêó ãëàâíîå èçëó÷åíèå äàþò çàðÿäû ñ íàèìåíüøåé ìàññîé, â äàëüíåéøåì ïîä ñëîâîì çàðÿä ïîäðàçó-ìåâàåì ýëåêòðîí.2. Ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ïðè èçó÷åíèè ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèåñèñòåìû îòñ÷åòà.I. Ñîáñòâåííàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà çàðÿäà. Ýòà ñèñòåìà äâèæåòñÿ âìåñòå ñ çàðÿäîì ïî îêðóæíîñòè. Åå îñè íåìåíÿþò ñâîèõ íàïðàâëåíèé. Â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îïðåäåëåíî ñîáñòâåííîå âðåìÿ t∗.II. Ñèñòåìà îòñ÷åòà, â êîòîðîé ýëåêòðîí ðàâíîìåðíî âðàùàåòñÿ (îáðàùàåòñÿ) ïî îêðóæíîñòè. Íà÷àëî êîîð-äèíàò ýòîé ñèñòåìû ñîâìåùåíî ñ öåíòðîì óêàçàííîé îêðóæíîñòè. Òàêóþ ñèñòåìó ìîæíî íàçâàòü ëàáîðàòîðíîéèëè åñòåñòâåííîé. Âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòîé ñèñòåìå, îòìå÷àåì èíäåêñîì e. Âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïî-ëå â íåé îòñóòñòâóåò, ~Ee = 0, à íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàïðàâëåíà ïî âåêòîðó ~e3, ïåðïåíäèêóëÿðíîìóïëîñêîñòè âðàùåíèÿ çàðÿäà: ~H = H∗~e3 (ñì. ðèñ. 1).
~e3

φ = 0 φ = π ~e2

φ = π/2

~e1�èñ. 1. Âðàùàþùèéñÿ ïî îêðóæíîñòè çàðÿä.III. Ñèñòåìà îòñ÷åòà, â êîòîðîé çàðÿä èìååò áåçðàçìåðíóþ (â åäèíèöàõ ñêîðîñòè ñâåòà) ñîñòàâëÿþùóþ ñêî-ðîñòè ïî ïîëþ
~β‖ = β‖ ~e3. (1)Âåëè÷èíà β‖, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòèçàðÿäà ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ ïîëÿ, ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì, îïðåäåëÿþùèì ñêîðîñòü çàðÿäà è òåì ñàìûìñîîòâåòñòâóþùóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, òàê ÷òî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî òàêèõ ñèñòåì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîïðè ëþáûõ β‖ íà÷àëà êîîðäèíàò ó íèõ âñåõ ðàñïîëîæåíû íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòèâðàùåíèÿ ýëåêòðîíà è ïåðïåíäèêóëÿðíîé åé. Ýòè ñèñòåìû äâèæóòñÿ îòíîñèòåëüíî äðóã äðóãà âäîëü ìàãíèòíîãîïîëÿ è êîîðäèíàòû èõ ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà, êîòîðûå åñòåñòâåííî íàçâàòü ïðîäîëüíûìè.Èç �îðìóë ïðåîáðàçîâàíèÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ (ñì. [29℄) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî âî âñåõ òàêèõ ñèñòå-ìàõ, êîîðäèíàòû è âðåìÿ â êîòîðûõ ñâÿçàíû ïðîäîëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà, íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî46



ìàãíèòíîãî ïîëÿ îäíà è òà æå, à âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íåò ~Ef = 0. Äëÿ âîçìîæíîñòè êðàòêîãî óïîìèíà-íèÿ òàêèõ ñèñòåì íàçîâåì èõ ñèñòåìàìè ïîëÿ. Âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ýòèì ñèñòåìàì, îòìå÷àåì èíäåêñîì
f. IV. Ñèñòåìà îòñ÷åòà èñòî÷íèêà. Èñòî÷íèê ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ � ýòî îáúåêò, â êîòîðîì â ìàãíèò-íîì ïîëå äâèæóòñÿ çàðÿäû, îáðàçóþùèå êàêèå-òî ïîòîêè èëè îáëàêà. Â èñòî÷íèêå âûáèðàåòñÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà.Îíà òîæå ñâÿçàíà ñ ìàãíèòíûì ïîëåì, ò. å. ýòî îäíà èç ñèñòåì ïîëÿ, è âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â íåé íåò.Â ýòîé ñèñòåìå äîëæíî áûòü ïðîèçâåäåíî óñðåäíåíèå ïî èìïóëüñàì ýëåêòðîíîâ. Ñèñòåìà èñòî÷íèêà îòëè÷àåòñÿîò äðóãèõ ñèñòåì ïîëÿ òåì, ÷òî â íåé ñðåäíèé ïðîäîëüíûé èìïóëüñ ýëåêòðîíîâ ðàâåí íóëþ. Òàêóþ ñèñòåìóîòñ÷åòà íàçûâàþò òàêæå ñîïóòñòâóþùåé ãàçó ýëåêòðîíîâ.V. Ñèñòåìà îòñ÷åòà íàáëþäàòåëÿ. Ñèñòåìà èñòî÷íèêà äâèæåòñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû íàáëþäàòåëÿ ñ íåêî-òîðîé (ïðîèçâîëüíîé) ñêîðîñòüþ.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âî âòîðîé è òðåòüåé ñèñòåìàõ èçëó÷àåò îäèí çàðÿä, â äâóõ ïîñëåäíèõ èçëó÷àþò èõàíñàìáëè. �àññìîòðèì êàæäóþ èç ñèñòåì ïî î÷åðåäè, íî ñíà÷àëà ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå è ñêàëÿðíûåâåëè÷èíû çàäà÷è.3. Ïîñòîÿííûå. Â çàäà÷å î çàðÿäå â ìàãíèòíîì ïîëå èìååòñÿ íåñêîëüêî âåëè÷èí, êîòîðûå çàêðåïëÿþòñÿ.Ýòî ïðåæäå âñåãî âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ âî âñåõ ñèñòåìàõ ïîëÿ H∗ > 0. Åé ñîîòâåòñòâóåòöèêëîòðîííàÿ ÷àñòîòà ω∗ =

eH∗
mc

, ãäå e > 0 � çàðÿä ýëåêòðîíà, à m � åãî ìàññà, è ïåðèîä T∗ = 2π/ω∗.Äàëåå, ðàäèóñ îêðóæíîñòè R∗, ïî êîòîðîé îáðàùàåòñÿ çàðÿä, òàêæå îäèíàêîâ âî âñåõ ñèñòåìàõ ïîëÿ. Èçóêàçàííûõ âåëè÷èí ìîæíî îáðàçîâàòü ïðîèçâåäåíèå ðàçìåðíîñòè ñêîðîñòè R∗ω∗ > 0, à òàêæå áåçðàçìåðíóþâåëè÷èíó R∗ω∗/c > 0. Òàê êàê íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ è ðàäèóñ îêðóæíîñòè ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, òî ââå-äåííûå âåëè÷èíû òàêæå ìîãóò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèìè.4. Ëàáîðàòîðíàÿ ñèñòåìà. Ââåäåì â ýòîé ñèñòåìå îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ ~e1, ~e2, ~e3. Ïóñòü îêðóæíîñòü, ïîêîòîðîé äâèæåòñÿ ýëåêòðîí, ëåæèò â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~e1 è ~e2, à ìàãíèòíîå ïîëå ~H = H∗ ~e3.Çàäàäèì ðàäèóñ-âåêòîð çàðÿäà îòíîñèòåëüíî öåíòðà îêðóæíîñòè â âèäå
~re = ~re(φ) = R∗ (~e1 sinφ− ~e2 cosφ), (2)ãäå φ = ωe te, ωe � óãëîâàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè, te � âðåìÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìåîòñ÷åòà. ×åòûðåõìåðíûé âåêòîð ïîëîæåíèÿ çàðÿäà â ýòîé ñèñòåìå

re = {cte, ~re}. (3)Áåçðàçìåðíûé ÷åòûðåõìåðíûé èìïóëüñ çàðÿäà (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷åòûðåõìåðíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü)â òîé æå ñèñòåìå îòñ÷åòà
ze =

1

c

dre
dt∗

=
γe

c

dre
dte

= {γe, ~ze}, ~ze = γe
~βe, (4)ãäå áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè

~βe =
1

c

d~re
dte

= βe (~e1 cosφ+ ~e2 sinφ), βe =
R∗
c

dφ

dte
=
R∗
c
ωe. (5)Áåçðàçìåðíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíà γe âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî áåçðàçìåðíûå ñêîðîñòü βe è èìïóëüñ ze â ýòîéñèñòåìå îòñ÷åòà îáû÷íûì îáðàçîì:

γe =
1

√

1 − β2
e

=
√

1 + z2
e . (6)Ýòîò ìíîæèòåëü ñâÿçûâàåò ñîáñòâåííîå âðåìÿ çàðÿäà t∗ ñî âðåìåíåì â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà è, ñîîò-âåòñòâåííî, óãëîâóþ ÷àñòîòó îáðàùåíèÿ çàðÿäà ñ öèêëîòðîííîé ÷àñòîòîé:

t∗ =
te
γe
, ωe =

ω∗
γe
, (7)òàê ÷òî φ = ωe te = ω∗ t∗. Ïåðèîäû îáðàùåíèÿ ñâÿçàíû òî÷íî òàê æå: Te = T∗γe. Îòìåòèì, ÷òî òàê êàê äëèíàâåêòîðà ñêîðîñòè çàðÿäà ïîñòîÿííà, òî õîòÿ âðåìÿ t∗ îòíîñèòñÿ ê íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, îíî òå÷åòðàâíîìåðíî, ò. å. îòëè÷àåòñÿ îò âðåìåíè te íà ïîñòîÿííóþ âåëè÷èíó. Ñîáñòâåííîå âðåìÿ t∗ � ñàìîå ìåäëåííîåäëÿ çàðÿäà. �àäèóñ R∗ = βecγe/ωe íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì Ëàðìîðà.Èç (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ: ìîäóëè èìïóëüñà è ñêîðîñòè, ëîðåíöåâ-ñêèé ìíîæèòåëü è ÷àñòîòà âðàùåíèÿ ïðè çàêðåïëåíèè âåëè÷èí, óêàçàííûõ â ï. 3, òàêæå ïîñòîÿííû. Äåéñòâè-òåëüíî, 47



ze = γeβe =
R∗ω∗
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, γe =
√

1 + z2
e =

√

1 +

(

R∗ω∗
c

)2

, (8)
βe =

ze
γe

=
R∗ω∗

√

c2 +R2
∗ω

2
∗
, ωe =

ω∗
√

1 + (R∗ω∗/c)2
. (9)×åòûðåõìåðíûé âåêòîð óñêîðåíèÿ è òðåõìåðíîå óñêîðåíèå çàäàþòñÿ ïðîñòûìè �îðìóëàìè:

we = c
dze

dt∗
= {0, γ2

e ~we}, ~we = we(−~e1 sinφ+ ~e2 cosφ), (10)
we = R∗ω

2
e = c βe ωe = cω∗

βe

γe
=
R∗ω2

∗
γ2
e

, (11)èç êîòîðûõ âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ we ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå, êàê è ðåëÿòè-âèñòñêèé ñêàëÿð −w2 = γ4
ew

2
e = R2

∗ω
4
∗.�àññìîòðèì îïèñàíèå äâèæåíèÿ çàðÿäà â ñèñòåìàõ ïîëÿ.5. Ñèñòåìû îòñ÷åòà ïîëÿ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåêòîðû ~e1 è ~e2 ó âñåõ òàêèõ ñèñòåì îòñ÷åòà îáùèå, èáîîíè, êàê è äðóãèå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïëîñêîñòè ýòèõ âåêòîðîâ, íàïðèìåð, óãîë φ, íå èçìåíÿþòñÿ ïðèïðîäîëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà. Âåêòîð ~e3, ðàññìàòðèâàåìûé êàê ÷àñòü ÷åòûðåõìåðíîãî, èçìåíÿåò ñâîþäëèíó, íî ìû áóäåì âðåìåíí�óþ ÷àñòü ýòîãî âåêòîðà âî âñåõ ñèñòåìàõ ïîëÿ èãíîðèðîâàòü, à ïðîñòðàíñòâåííóþíîðìèðîâàòü íà 1, òàê ÷òî ýòîò âåêòîð òîæå ìîæíî ñ÷èòàòü íåèçìåííûì.Â êàæäîé òàêîé ñèñòåìå ýëåêòðîí ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî âèíòîâîé ëèíèè. Ñîñòàâëÿþùóþ áåçðàçìåðíîéñêîðîñòè ýëåêòðîíà âäîëü ïîëÿ, ò. å. åå ïðîåêöèþ íà âåêòîð ~e3 ìû îáîçíà÷àåì β‖, òàê ÷òî âåêòîð áåçðàçìåðíîéïðîäîëüíîé ñêîðîñòè çàäàåòñÿ ïðèâåäåííîé âûøå �îðìóëîé (1).Â îòëè÷èå îò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíû βe ïðîåêöèÿ β‖ ìîæåò áûòü ïîëîæèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëü-íîé. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìíîæèòåëü Ëîðåíöà îïðåäåëèì, êàê îáû÷íî: γ‖ = 1/

√

1 − β2
‖ .×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âåêòîðà, îïèñûâàþùåãî äâèæåíèå çàðÿäà â ñèñòåìå ïîëÿ, íàäî ïðåîáðàçî-âàòü (3) ïî Ëîðåíöó èç ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû â ñèñòåìó ïîëÿ. Âòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîé ñîñêîðîñòüþ −~β‖c. Ïðîäîëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî åãî ñêîðîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðåîáðàçóåìî-ìó òðåõìåðíîìó âåêòîðó ~re, ïîýòîìó ðàäèóñ îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïðîåöèðîâàíèÿ òðàåêòîðèèýëåêòðîíà íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïîëþ, íå èçìåíÿåòñÿ è

rf = {ctf , ~rf} = {γ‖cte, γ‖β‖~e3cte + ~re}. (12)Òàêèì îáðàçîì, âðåìåíà â ñèñòåìàõ ïîëÿ è ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå ñâÿçàíû ëîðåíöåâñêèìè ìíîæèòåëÿìè: tf =
γ‖te = γ‖γet∗ = γf t∗, òàê ÷òî γf = γ‖γe. �àäèóñ-âåêòîð çàðÿäà â ñèñòåìå ïîëÿ

~rf = ~rf(tf) = γ‖~β‖cte + ~re(φ) = ~β‖ctf +R∗(~e1 sinφ− ~e2 cosφ) (13)ðàâåí ñóììå âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ îòðàæàåò îáðàùåíèå ïî îêðóæíîñòè, à äðóãîé � ðàâíîìåðíîå äâèæåíèåâäîëü ïîëÿ.Ïîëíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü çàðÿäà
~βf =

d~rf
cdtf

= ~β‖ + ~β⊥. (14)Åå ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ
~β⊥=β⊥(~e1 cosωftf +~e2 sinωftf), β⊥=

R∗
c

dφ

dtf
=
R∗
c

dφ

dte

dte
dtf

=
βe

ωe

ωe

γ‖
=
βe

γ‖
. (15)Òàê êàê ñîñòàâëÿþùèå ñêîðîñòè îðòîãîíàëüíû, êâàäðàò åå

β2
f = β2

⊥ + β2
‖ =

β2
e

γ2
‖

+ β2
‖ = (1 − β2

‖)β
2
e + β2

‖ , (16)òàê ÷òî ëîðåíöåâñêèé ìíîæèòåëü ïîëíîãî äâèæåíèÿ çàðÿäà
γf =

1
√

1 − β2
f

=
1

√

1 − β2
⊥ − β2

‖

=
1

√

(1 − β2
‖)(1 − β2

e )
= γeγ‖ (17)48



ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìíîæèòåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ îáðàùåíèþ è äâèæåíèþ âäîëü ïîëÿ, ÷òî óæå îòìå÷àëîñü.×àñòîòû îáðàùåíèÿ çàðÿäà ñâÿçàíû, êàê è âðåìåíà, à èìåííî, ÷àñòîòà îáðàùåíèÿ â ñèñòåìå ïîëÿ ðàâíà
ωf = ωe/γ‖ = ω∗/γf . Ïîñêîëüêó ýëåêòðîí ïðîõîäèò ïî îäíîé è òîé æå îêðóæíîñòè íà ïëîñêîñòè, íà êîòîðóþïðîåöèðóåòñÿ åãî òðàåêòîðèÿ, à âðåìåíà â ñèñòåìàõ îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííûå ìíîæèòåëè, òî âåëè÷èíà àðãó-ìåíòà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé φ = ω∗t∗ = ωete = (ωe/γ‖)tf = ωftf îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Ïåðèîä îáðàùåíèÿçàðÿäà â ñèñòåìå ïîëÿ ñîñòàâëÿåò Tf = 2π/ωf = (2π/ωe)γ‖ = T∗γf . Ïðîñòîòà ñâÿçåé ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìèâåëè÷èíàìè â ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âñå äâèæåíèÿ, â êîòîðûå âîâëå÷åíûýëåêòðîíû, âêëþ÷àÿ îáðàùåíèå ïî îêðóæíîñòè, ðàâíîìåðíûå.Áåçðàçìåðíûé èìïóëüñ ýëåêòðîíà â ñèñòåìå ïîëÿ

zf =
1

c

drf
dt∗

=
γe

c

drf
dte

=
γf

c

drf
dtf

= {γf , ~zf}, (18)ãäå
~zf =z‖~e3 + z⊥(~e1 cosωftf +~e2 sinωftf), z‖=β‖γf , z⊥=β⊥γf =ze. (19)Åãî ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïîëþ ÷àñòü îñòàåòñÿ èíâàðèàíòîì.Îïðåäåëèì òàê íàçûâàåìûé ïèò÷-óãîë α, ò. å. óãîë ìåæäó ñêîðîñòüþ ýëåêòðîíà â ñèñòåìå ïîëÿ è íàïðàâëå-íèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê ÷òî

β‖ = βf cosα, β⊥ = βf sinα. (20)Òàê êàê äâèæåíèå âäîëü ïîëÿ ðàâíîìåðíîå è ïðÿìîëèíåéíîå, òî óñêîðåíèå âî âñåõ ñèñòåìàõ ïîëÿ îïðåäåëÿ-åòñÿ �îðìóëàìè, àíàëîãè÷íûìè (10):
wf =c

dzf

dt∗
={0, γ2

f ~wf}, ~wf =c
d~zf
dtf

=
d2~rf
dt2f

=wf(−~e1 sinφ+~e2 cosφ), (21)
wf = R∗ω

2
f =

we

γ2
‖

= cβ⊥ωf = c
ω∗
γf
βf sinα. (22)Èíâàðèàíò

−w2 = γ4
f w

2
f = R2

∗ω
4
∗ = c2ω2

∗γ
2
f β

2
f sin2 α. (23)Åñëè íàðÿäó ñ âåëè÷èíîé ïîëÿ H∗ ïîñòîÿííûì ïðèíèìàåòñÿ ðàäèóñ îêðóæíîñòè R∗, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí è òîò æå ýëåêòðîí. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ñðàâíèâàòü èçëó÷åíèå ýëåêòðîíîâ ñçàêðåïëåííûìè âåëè÷èíàìè ñêîðîñòè βf è ïèò÷-óãëà α. Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî îíè ìîãóò îòíîñèòüñÿ ê ðàçëè÷íûìýëåêòðîíàì, ò. å. ýòè ýëåêòðîíû ìîãóò îáðàùàòüñÿ ïî ðàçíûì îêðóæíîñòÿì è èìåòü ðàçëè÷íûå ñêîðîñòè âäîëüïîëÿ, ñâÿçàííûå òîëüêî âåëè÷èíîé βf .Ñèñòåìó èñòî÷íèêà ðàññìîòðèì ïîçæå. ×òî êàñàåòñÿ ñèñòåìû íàáëþäàòåëÿ, òî îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèïðèìåíåíèè òåîðèè ê êîíêðåòíûì îáúåêòàì, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èçâåñòíî, êàê îíè äâèæóòñÿ. Åñëè îáúåêòíàõîäèòñÿ íà êîñìîëîãè÷åñêîì ðàññòîÿíèè, òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðèåìëåìóþ êîñìîëîãè÷åñêóþ ìîäåëü.6. Ïîëíîå èçëó÷åíèå è êëàññè�èêàöèÿ. Íàéäåì ïîëíîå èçëó÷åíèå ýëåêòðîíà, äâèæóùåãîñÿ ïî ñïèðàëè, ò. å.â ñèñòåìå ïîëÿ, â âîëíîâîé çîíå.Êàê èçâåñòíî, ðåëÿòèâèñòñêèé çàðÿä èçëó÷àåò íå òîëüêî ýíåðãèþ, íî è èìïóëüñ, êîòîðûå óíîñÿòñÿ èçëó-÷àåìîé çàðÿäîì ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé. Ïåðåíîñ èìïóëüñà îçíà÷àåò, ÷òî öåíòð ðàñõîäÿùåéñÿ ñ�åðè÷åñêîéâîëíû ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó äâèæåíèÿ çàðÿäà. ×åòûðåõìåðíûé âåêòîð èçëó÷àåìîãî èìïóëüñà ïðîïîðöèîíàëåíâåêòîðó ñìåùåíèÿ ýëåêòðîíà (�îðìóëû (I.81), â êà÷åñòâå dt1 ñëåäóåò âçÿòü dte èëè dtf), à êîý��èöèåíòîìïðîïîðöèîíàëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ, êîòîðàÿ â îáùåì ñëó÷àå äàåòñÿ âûðàæåíèåì (I.82)

I =
2

3

e2

c3
[−w2], w2 = −γ6 [w2 − (~β × ~w)2], (24)ãäå w = γ2{γ2~β ~w, ~w + γ(~β ~w)~β} � ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûé ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð óñêîðåíèÿ. Äëÿ íàøåãîñëó÷àÿ ýòîò âåêòîð îïðåäåëÿòñÿ �îðìóëîé (21), à åãî êâàäðàò � �îðìóëîé (23), òàê ÷òî
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∗ω
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∗. (25)Çà�èêñèðóåì ñêîðîñòü çàðÿäà â ñèñòåìå ïîëÿ è òåì ñàìûì âåëè÷èíû βf , γf è α. Çàêðåïèì òàêæå âåëè÷èíóíàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ H∗ è ðàññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå.1) Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Ïðè βf ≪ 1 ìíîæèòåëü γf ≈ 1 è
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e2

c
ω2
∗β

2
f sin2 α. (26)49



Ýòî èçëó÷åíèå íàçûâàåòñÿ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, öèêëîòðîííûì.2) Óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Çäåñü βf ≈ 1, γf ≫ 1, òàê ÷òî â ñëó÷àå ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ
I ∼ 2

3

e2

c
ω2
∗γ

2
f sin2 α. (27)Èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë âèäíî, ÷òî öèêëîòðîííîå èçëó÷åíèå çíà÷èòåëüíî ñëàáåå ñèíõðîòðîííîãî, òàê êàê âïåðâîì ñëó÷àå βf ìàëî, à âî âòîðîì γf âåëèêî. Îäíàêî ñòðîãî ãîâîðÿ, èçëó÷åíèå ìîæíî íàçûâàòü ñèíõðîòðîííûìòîëüêî, åñëè ïèò÷-óãîë íå î÷åíü ìàë (èëè íå áëèçîê ê π). Åñëè æå α èìååò ïîðÿäîê 1/γf , ò. å. α = α0/γf , òîñîãëàñíî �îðìóëå (27)

I ∼ 2
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e2

c
ω2
∗α

2
0. (28)Òî÷íî òàêàÿ æå �îðìóëà ñïðàâåäëèâà, êîãäà π − α = α0/γf . Ýòîò ñëó÷àé ïî ñóùåñòâó íå îòëè÷àåòñÿ îò ñëó÷àÿìàëûõ ïèò÷-óãëîâ, ïðîñòî çàðÿä äâèæåòñÿ â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íàïðàâëåíèþ ïîëÿ. Âïðåäü åãî îòäåëüíîíå ðàññìàòðèâàåì.Èçëó÷åíèå ïðè ìàëûõ ïèò÷-óãëàõ íå çàâèñèò îò γf è íàçûâàåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì äèïîëüíûì. Îñíîâàíèåì êòàêîìó íàçâàíèþ ÿâëÿåòñÿ �îðìàëüíîå ñîâïàäåíèå �îðìóëû (28) ñ âûðàæåíèåì äëÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿäèïîëÿ (I.80) ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì e|~rd| = ecα0/ω∗ è åãî âòîðîé ïðîèçâîäíîé â âèäå e|~rd|ω2

∗ = ewd =ecα0ω∗.Â ïðîìåæóòî÷íûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñêîðîñòü ýëåêòðîíà óìåðåííî ðåëÿòèâèñòñêàÿ, ãîâîðÿò î ãèðîöèêëîòðîííîìèçëó÷åíèè. Ïîä÷åðêíåì åùå ðàç, ÷òî èçëó÷åíèå ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò, åñëè ñêîðîñòü ýëåêòðîíà ñîñòàâëÿåò óãîë0 èëè π ñ íàïðàâëåíèåì ïîëÿ, òàê êàê òîãäà ýëåêòðîí äâèæåòñÿ âäîëü ïîëÿ ðàâíîìåðíî, áåç óñêîðåíèÿ, è íåèçëó÷àåò.Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðà�à ñîïîñòàâèì âåëè÷èíó ýíåðãèè, èçëó÷àåìîé âðàùàþùèìñÿ ïî îêðóæíîñòè ýëåêòðî-íîì çà ïåðèîä Te, ñ åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé (I.47). Èõ îòíîøåíèå ðàâíî
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ωe

1

mc2(γe − 1)
=

4π

3

(

e2

mc2

)2 H∗
e

β2
eγ

3
e

γe − 1
. (29)Ýòî îòíîøåíèå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ 1 ïðè íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ

H∗ =
e

σT

2

γe(γe + 1)
. (30)Êîý��èöèåíò e/σT, ãäå σT = (8π/3)r2e � òîìñîíîâñêîå ñå÷åíèå, ðàâåí 7.21 · 1014 �ñ. Ìíîæèòåëü, çàâèñÿùèé îòñêîðîñòè ýëåêòðîíà, ïðè βe = 0 ðàâåí 1, à ïðè áîëüøèõ γe ïðîïîðöèîíàëåí 2/γ2

e . Äàæå ïðè î÷åíü çíà÷èòåëüíûõâåëè÷èíàõ γe âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïðèíÿòûì óñëîâèåì, î÷åíü âåëèêà. Ñòîëüáîëüøèå åå çíà÷åíèÿ ìîãóò äîñòèãàòüñÿ â ìàãíèòîñ�åðàõ íåéòðîííûõ çâåçä, îäíàêî ïðè òàêèõ íàïðÿæåííîñòÿõêëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ìàãíèòîòîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ óæå íåâåðíà è òðåáóåòñÿ êâàíòîâîå ðàññìîòðåíèå. Òàêèìîáðàçîì, ïðåäïîëîæåíèå î âîçìîæíîñòè ïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì èçëó÷åíèÿ íà òðàåêòîðèþ ýëåêòðîíà îïðàâäàíî.� 2. Óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü èçëó÷åíèÿ îäèíî÷íîãî çàðÿäà â âîëíîâîé çîíå1. Èíòåíñèâíîñòü ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ. Íàïîìíèì îáùèå �îðìóëû, õàðàêòåðèçóþùèå èçëó÷å-íèå çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ñ óñêîðåíèåì.Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ íà ðàññòîÿíèè R îò çàðÿäà ñîãëàñíî �îðìóëàì (I.70) è (I.83)
~E =

e

cR
~n×

[

~n

1 − ~n~β
× d

dt1

~β

1 − ~n~β

]

=
e

c2R

~n× [(~n− ~β) × ~w]

(1 − ~n~β)3
. (31)Çäåñü ~R � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé �èêñèðîâàííóþ òî÷êó â îáëàñòè äâèæåíèÿ çàðÿäà ñ òî÷êîé íàáëþäåíèÿ,

~n = ~R/R � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ, ~β è ~w � áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü è óñêîðåíèåçàðÿäà, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ â ìîìåíò çàïàçäûâàþùåãî âðåìåíè t1. Âðåìÿ t1 ñâÿçàíî ñî âðåìåíåì íàáëþäåíèÿ
t ðàâåíñòâîì

t = t1 +
R

c
− ~n~r(t1)

c
, (32)ãäå ~r(t1) � ðàäèóñ-âåêòîð çàðÿäà, èñõîäÿùèé èç óêàçàííîé �èêñèðîâàííîé òî÷êè, òàê ÷òî ïðè çàêðåïëåííîìðàññòîÿíèè R ìåæäó äè��åðåíöèàëàìè âðåìåí èìååòñÿ ñâÿçü:

dt = (1 − ~n~β)dt1. (33)50



Â ïåðâîì âûðàæåíèè â (31) ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè t1 áåðåòñÿ ïîëíàÿ, òàê êàê âåêòîð ~β çàâèñèò òîëüêî îòýòîãî âðåìåíè.Îáùàÿ �îðìóëà äëÿ ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ çàðÿäà, ò. å. êîëè÷åñòâà ëó÷èñòîé ýíåðãèè, èñïóñêàåìîé èì â åäè-íèöó âðåìåíè, èìååò âèä
W(~n) =

e2

4πc3
w2(1 − ~n~β)2 + 2(~n~w)(~β ~w)(1 − ~n~β) − (1 − β2)(~n~w)2

(1 − ~n~β)5
. (34)Â ýòîì ïàðàãðà�å âñå äàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäèòñÿ â îäíîé èç ñèñòåì ïîëÿ, îäíàêî äëÿ îïðåäå-ëåííîñòè èíäåêñ f óêàçûâàåì.Ïóñòü íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè R îò ìåñòà äâèæåíèÿ çàðÿäà â íàïðàâëåíèè ~nf . Çàðÿä, êîíå÷íî,ïåðåìåùàåòñÿ, îäíàêî çà ïåðèîä åãî îáðàùåíèÿ, äàæå åñëè ïðèíÿòü åãî ñêîðîñòü ðàâíîé ñêîðîñòè ñâåòà, îíïðîéäåò âäîëü ïîëÿ ðàññòîÿíèå íå áîëüøå cTf = 2πcγf/ω∗ = (2πmc2/e)γf/H∗ ≈ 104γf/H∗. Äàæå ïðè áîëüøèõçíà÷åíèÿõ γf è ìàëûõ íàïðÿæåííîñòÿõ ïîëÿ, êîòîðûå õàðàêòåðíû, íàïðèìåð, äëÿ îñòàòêîâ ñâåðõíîâûõ è äæåòîâàêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê, ýòî ðàññòîÿíèå íàìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèé äî ýòèõ îáúåêòîâ.Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ âûáåðåì âõîäÿùèå â �îðìóëó (34) âåêòîðû ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òîíàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~e1 è ~e3, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèåì, òàê êàê çàðÿä âðàùàåòñÿè åãî èçëó÷åíèå ïðè �èêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè íàáëþäàòåëÿ ïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ ïîëÿ áóäåò îäíèìè òåì æå, íåçàâèñèìî îò àçèìóòà íàáëþäàòåëÿ. Âåêòîð íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ õàðàêòåðèçóåì ïîýòîìóòîëüêî ïîëÿðíûì óãëîì:

~nf = ~e1 sin θf + ~e3 cos θf = (sin θf , 0, cos θf). (35)Îñòàëüíûå âåêòîðû çàäàþòñÿ �îðìóëàìè, ïðèâåäåííûìè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà�å. Çàïèøåì èõ â âèäå ïåðå-÷èñëåíèÿ òðåõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò:
~βf = (β⊥ cosφ, β⊥ sinφ, β‖), ~wf = −wf(sinφ,− cosφ, 0). (36)Íàéäåì ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ, âõîäÿùèå â îáùóþ �îðìóëó äëÿ ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ (34):

~nf ~wf = −wf sin θf sinφ, ~nf
~βf = β‖ cos θf + β⊥ sin θf cosφ, ~βf ~wf = 0. (37)Â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ âûáèðàåì ïîëíóþ ñêîðîñòü ýëåêòðîíà βf è ïèò÷-óãîë α ñîãëàñíî ñîîòíîøå-íèÿì (20), òàê ÷òî wf = cβfωf sinα = cω∗

βf

γf
sinα. Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ â âûáðàííîì íàïðàâëåíèè òîãäà áóäåòîïðåäåëÿòüñÿ �îðìóëîé

W(θf , φ) =
e2w2

f

4π c3
[1 − βf(cos θf cosα+ sin θf sinα cosφ)]2 − (1 − β2

f ) sin2 θf sin2 φ

[1 − βf(cos θf cosα+ sin θf sinα cosφ)]5
. (38)2. Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. �àññìîòðèì òå æå ïðåäåëüíûå ñëó÷àè, ÷òî è â ïåðâîì ïàðàãðà�å.1) βf ≪ 1. Ìàëóþ âåëè÷èíó βf ïîëàãàåì ðàâíîé íóëþ âåçäå, êðîìå åå êâàäðàòà, êîòîðîìó ïðîïîðöèîíàëüíàìîùíîñòü, òàê ÷òî

W =
e2

4π c
ω2
∗β

2
f sin2 α(1 − sin2 θf sin2 φ). (39)2) βf ≈ 1, γf ≫ 1. Èç �îðìóëû (38) âèäíî, ÷òî âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ â çíàìåíàòåëå, ïî÷òè âñåãäàáëèçêî ê åäèíèöå. Îäíàêî îíî ñòàíîâèòñÿ ìàëûì, êîãäà θf áëèçêî ê α, à óãîë φ áëèçîê ê êðàòíûì 2π (áóäåìñ÷èòàòü åãî áëèçêèì ê íóëþ, φ = φ0/γf). Ïîëîæèì òàêæå θf = α+ ε, ãäå ε = ε0/γf , |ε| ≪ 1. Ïðèâëåêàÿ �îðìóëûäëÿ ñèíóñîâ è êîñèíóñîâ ñóììû óãëîâ è ðàçëàãàÿ ýòè �óíêöèè ïðè ìàëûõ àðãóìåíòàõ, ïîëó÷àåì

cos θf cosα+ sin θf sinα cosφ = cosα(cosα cos ε− sinα sin ε) + sinα(sinα cos ε+ cosα sin ε) cosφ =

= cos ε(cos2 α+ sin2 α cosφ) − sin ε cosα sinα(1 − cosφ) ∼ 1 − ε2

2
− sin2 α

2
φ2. (40)�àçíîñòü 1−βf îáû÷íî óìíîæàþò íà 1+βf ≈ 2 è ïðåäñòàâëÿþò â âèäå 1−βf =

1

2γ2
f

. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèåâ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â çíàìåíàòåëå (38) ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì:
1 − ~nf

~βf ∼
1

2γ2
f

+
ε2

2
+ sin2 α

φ2

2
=

1

2γ2
f

(1 + ε20 + sin2 αφ2
0). (41)51



×èñëèòåëü ïðåîáðàçóåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì
W ∼ 2

e2

π c
ω2
∗ sin2 αγ4

f

(1 + ε20 + sin2 αφ2
0)

2 − 4 sin2 αφ2
0

(1 + ε20 + sin2 αφ2
0)

5
. (42)Òàêèì îáðàçîì, ïî÷òè âñå èçëó÷åíèå çàðÿäà èäåò â íàïðàâëåíèè ìãíîâåííîãî äâèæåíèÿ çàðÿäà, à äàëåêèéíàáëþäàòåëü, ðàñïîëîæåííûé âáëèçè êîíóñà ñ îñüþ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ïîëÿ è óãëîì ðàñòâîðà α, áóäåò âèäåòüâñïûøêó èçëó÷åíèÿ â òîò ìîìåíò, êîãäà çàðÿä äâèæåòñÿ ïðÿìî íà íåãî (êîíå÷íî, ñ ó÷åòîì çàïàçäûâàíèÿ ïîâðåìåíè ñîãëàñíî (32)). Òàêîå ñâå÷åíèå íàïîìèíàåò ìèãàíèå ìàÿêà èëè ñâåòîâîãî ñèãíàëà ïîëèöåéñêîé ìàøèíû.Äëÿ ñëó÷àÿ âðàùåíèÿ çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè íàäî ïîëîæèòü α = π/2 è ãîâîðèòü íå î êîíóñå, à î ïëîñêîñòè.Îñîáûì ñëó÷àåì îïÿòü ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü óãëà α. Ïîëîæèì, êàê è âûøå, α = α0/γ, òîãäà

W ∼ 2
e2

πc
ω2
∗

γ2
f α

2
0

(1 + ε20)
3
. (43)Óãëîâóþ çàâèñèìîñòü èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåò áîëüøàÿ äðîáü â (38). Îäíàêî, ýòà çàâèñèìîñòü íå î÷åíü íà-ãëÿäíà. Êðîìå òîãî, åñëè ñêîðîñòü çàðÿäà íå ìàëà, òî ïðèáîð íàáëþäàòåëÿ íå áóäåò ðåãèñòðèðîâàòü ìãíîâåííîåèçëó÷åíèå, à ïðîèçâåäåò óñðåäíåíèå ïî íåêîòîðîìó ïðîìåæóòêó âðåìåíè, ñîäåðæàùåìó ìíîãî ïåðèîäîâ âðàùå-íèÿ çàðÿäà. Ïîýòîìó íàéäåì èíòåãðàë ïî ïåðèîäó îò âåëè÷èíû (38).3. Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðèîäó. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ çà ïåðèîä íóæíî âû÷èñëèòü äâà èíòåãðàëà

2π
∫

0

dφ

(1 − β1 cosφ)3
= π

2 + β2
1

(1 − β2
1)5/2

,

2π
∫

0

sin2 φdφ

(1 − β1 cosφ)5
=
π

4

4 + β2
1

(1 − β2
1)7/2

. (44)×òîáû âîñïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè èíòåãðàëàìè, ââåäåì äâà îáîçíà÷åíèÿ
βc = 1 − β‖ cos θf = 1 − βf cos θf cosα, βs = β⊥ sin θf = βf sin θf sinα. (45)Òîãäà íàäî âûíåñòè èç ñêîáîê ñòåïåíè βc è ïðèíÿòü β1 =βs/βc. Äëÿ ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ çà ïåðèîä ïîëó÷èì, ÷òîîíî ðàâíî W/ωf , ãäå

W(θf) =

π
∫

−π

W(θf , φ)dφ =
e2

4c
ω2
∗
β2

f

γ2
f

sin2 α

[

2β2
c + β2

s

(β2
c − β2

s )5/2
− 1 − β2

f

4

4β2
c + β2

s

(β2
c − β2

s )7/2
sin2 θf

]

. (46)Âåëè÷èíà I, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò êîëè÷åñòâî ëó÷èñòîé ýíåðãèè, ïðîòåêàþùåé çà åäèíèöó âðåìåíè âî âñåõíàïðàâëåíèÿõ, ñâÿçàíà ñ W ñîîòíîøåíèåì
I =

ωf

2π

∫

d2n
W
ωf

=

π
∫

0

W sin θfdθf . (47)Ïðèâåäåííóþ ñâÿçü ìåæäó I è W ìîæíî ïðîâåðèòü ïðÿìîé âûêëàäêîé. Äëÿ ýòîãî â èíòåãðàëå ïî óãëó íàäîñäåëàòü ïîäñòàíîâêó
µ = cos θf =

v + βfγe sinα
√

1 − β2
ev

2

vβf sinα+ γe

√

1 − β2
ev

2
. (48)Ïðè öèêëîòðîííîì èçëó÷åíèè βf ≪ 1, òàê ÷òî βc = 1, βs = β1 = 0 è

W(θf) =
e2

4c
ω2
∗β

2
f sin2 α(2 − sin2 θf) =

e2

4c
ω2
∗β

2
f sin2 α(1 + cos2 θf). (49)Ìíîæèòåëü â ñêîáêàõ ñîâïàäàåò ïî âèäó ñ èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ �åëåÿ [51, 36℄. Èíòåíñèâíîñòü â íàïðàâëå-íèè ïîëÿ (è ïðîòèâîïîëîæíîì) â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ çàðÿäà. Ïîëíàÿ èíòåíñèâíîñòü,åñòåñòâåííî, è â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíîé, ÷òî ïðîâåðèòü ñîâñåì ëåãêî.Ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå ðàññìîòðèì â îòäåëüíîì (ñëåäóþùåì) ïóíêòå.4. Ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå çà ïåðèîä. Ïóñòü γf ≫ 1. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè θf = α + ε è çàìåíû ε = ε0/γfîöåíèì âåëè÷èíû (45):

βc = 1 − βf cosα(cosα cos ε− sinα sin ε) ∼ 1 −
(

1 − 1

2γ2
f

)

cosα

[

cosα

(

1 − ε2

2

)

− ε sinα

]

∼52



∼ sin2 α+
cos2 α

2γ2
f

+ cos2 α
ε2

2
+

1

2
ε sin 2α = sin2 α+

ε0γf sin 2α+ cos2 α(1 + ε20)

2γ2
f

, (50)
βs = βf sinα(sinα cos ε+ cosα sin ε) ∼

(

1 − 1

2γ2
f

)

sinα×

×
[

sinα

(

1 − ε2

2

)

+ ε cosα

]

∼ sin2 α+
ε0γf sin 2α− sin2 α(1+ε20)

2γ2
f

. (51)Â îáåèõ �îðìóëàõ èìåþòñÿ îäèíàêîâûå êîíå÷íûå ñëàãàåìûå sin2α è ïîïðàâî÷íûå ñëàãàåìûå, ñòðåìÿùèåñÿ êíóëþ ïðè γf → ∞, êîòîðûå ìîæíî îòáðîñèòü âåçäå, êðîìå çíàìåíàòåëåé, êóäà âõîäèò ðàçíîñòü îöåíèâàåìûõâåëè÷èí: βc − βs = (1 + ε20)/(2γ
2
f ), β2

c − β2
s = sin2 α(1 + ε20)/γ

2
f . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè èõ â âûðàæåíèå (46) ïîëó÷èìïðè íå ìàëûõ α

W(θf) ∼
e2

4c
ω2
∗γ

3
f sinα

7/4 + 3ε20
(1 + ε20)

7/2
. (52)Îòìåòèì, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè ýòîãî ïðåäåëüíîãî âûðàæåíèÿ ïî θf = α + ε, êîòîðîå ââèäó ñîñðåäîòî-÷åíèÿ èçëó÷åíèÿ â óçêîì êîíóñå îêîëî ïèò÷-óãëà è áûñòðîãî óáûâàíèÿ èíòåíñèâíîñòè ñ óäàëåíèåì îò ýòîãîêîíóñà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ïî ε íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü, ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîéèíòåíñèâíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,

I =

π
∫

0

W(θf) sin θfdθf ∼
sinα

γf

∞
∫

−∞

Wdε0 =
e2

4c
ω2
∗ sin2 αγ2

f

∞
∫

−∞

7/4 + 3ε20
(1 + ε20)

7/2
dε0 =

2

3

e2

c
ω2
∗γ

2
f sin2 α. (53)Ïîñëåäíèé èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ z =

ε0
√

1 + ε20
, ε0 =

z√
1 − z2

:
∞
∫

−∞

7/4 + 3ε20
(1 + ε20)

7/2
dε0 =

2

4

1
∫

0

(1 − z2)(7 + 5z2)dz =
8

3
. (54)Åñëè óãîë α = α0/γf ìàë, òî âñå ñëàãàåìûå ó âåëè÷èí (50)�(51) (êðîìå ñëàãàåìîãî ñ êâàäðàòîì ñèíóñà â÷èñëèòåëå äðîáè ó βs) îäíîãî ïîðÿäêà:

βc =
β0

c

2γ2
f

, βs =
β0

s

2γ2
f

, β0
c = 1 + ε20 + 2α0(α0 + ε0), β

0
s = 2α0(α0 + ε0). (55)Âûðàæåíèå äëÿ W äîâîëüíî ãðîìîçäêî:

W(θf) ∼ 2
e2

c

ω2
∗α

2
0γ

2
f

(1 + ε20)
7/2

[2(β0
c )2 + (β0

s )2](1 + ε20)[1 + (2α0 + ε0)
2] − (α0 + ε0)

2[4(β0
c )2 + (β0

s )2]

[1 + (2α0 + ε0)2]7/2
. (56)Òàêèì îáðàçîì, ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå çà ïåðèîä èäåò òàê æå, êàê è ìãíîâåííîå, ò. å. â êîíóñíîì ñëîåòîëùèíîé ïîðÿäêà 1/γf îêîëî êîíóñà ñ óãëîì ðàñòâîðà α. Êàæäîå èíòåãðèðîâàíèå ïîíèæàåò ñòåïåíü γf , êîòîðîéïðîïîðöèîíàëüíà èíòåíñèâíîñòü: γ4

f ó ìãíîâåííîãî, γ3
f � ó èçëó÷åíèÿ çà ïåðèîä, γ2

f � ó ïîëíîãî (âî âñå ñòîðîíû).Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ìàëîé ïðîòÿæåííîñòüþ ïðîìåæóòêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ: âñå îíè ïîðÿäêà 1/γf . Åñëè æå è ïèò÷-óãîë èìååò òàêîé ïîðÿäîê, òî ñòåïåíü γf åùå ïîíèæàåòñÿ: ó W íà îäíó, à ó I � íà äâå åäèíèöû.5. Âðàùåíèå ïî îêðóæíîñòè. Ïîñìîòðèì ïîäðîáíåå, êàê èçëó÷åíèå çà ïåðèîä çàâèñèò îò ñêîðîñòè çàðÿäàâ ïðîñòåéøåì ñëó÷àå âðàùåíèÿ ïî îêðóæíîñòè. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â �îðìóëå (46) íàäî ïîëîæèòü α = π/2.Êðîìå òîãî, äëÿ ñðàâíåíèÿ ñî ñëó÷àåì äâèæåíèÿ ïî ïðÿìîé âûðàçèì ìíîæèòåëü, ñòîÿùèé â ýòîé �îðìóëåïåðåä äðîáüþ, ÷åðåç óñêîðåíèå. Òîãäà, ïîëîæèâ ε = π/2 − θf , ïåðåïèøåì (46) â âèäå W(θe) =
e2

4c3
w2

eWe(ε),
We(ε)=γ

5
e

1+
3

4
β2

e +

[

1

γ2
e

+2z2
e +

(

1

2
+z2

e

)

β2
e

]

sin2 ε−β2
e

(

1

4
+z2

e

)

sin4 ε

(1 + z2
e sin2 ε)7/2

. (57)Íà ðèñ. 2à ïðèâåäåíû ãðà�èêè, îòðàæàþùèå çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ We/γ
5
e îò óãëà ε äëÿ òåõ æå çíà-÷åíèé ñêîðîñòè, ÷òî è íà ðèñóíêàõ 5 �ëàâû I: βe = 0, 0.5, 0.8, 0.9, 0.95, 0.98. Á�îëüøèì çíà÷åíèÿì ñêîðîñòèñîîòâåòñòâóþò á�îëüøèå çíà÷åíèÿ èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ We(0)/γ5

e = 1 + 3β2
e/4, ïðè÷åì çíà÷åíèÿìíîæèòåëÿ γ5

e , îïóùåííîãî äëÿ âîçìîæíîñòè íàíåñòè êðèâûå íà îäèí ðèñóíîê, ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî γ5
e =53



1, 2.053, 12.86, 63.55, 336.9, 3205. Çíà÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè ïðè ε = π/2 (âäîëü ïîëÿ) ðàâíû (We(π/2)/γ5
e = 2. �èñ.2à äëÿ á�îëüøåé íàãëÿäíîñòè äàí â ïðàâèëüíîì ñîîòíîøåíèè ìàñøòàáîâ îñåé. Çàìåòèì, ÷òî íà ñàìîì äåëå êðè-âûå ðèñóíêîâ 5à �ëàâû I è 2à ÿâëÿþòñÿ ñå÷åíèÿìè ïîâåðõíîñòåé, õàðàêòåðèçóþùèõ ðàñïðåäåëåíèå íàïðàâëåíèéèçëó÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå, íî åñëè ïîâåðõíîñòè ïåðâûõ ïîëó÷àþòñÿ âðàùåíèåì êðèâûõ âîêðóã îñè àáñöèññ, òîäëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé âòîðûõ êðèâûå íàäî âðàùàòü âîêðóã îñè îðäèíàò.Íà ðèñ. 2á òå æå âåëè÷èíû ïðåäñòàâëåíû â çàâèñèìîñòè îò u = (γeε)

2 = ε20. Ïðè áëèçêèõ ê 1 çíà÷åíèÿõ βeêðèâûå óæå äîâîëüíî áëèçêè ê ïðåäåëüíîé êðèâîé (7/4+3u)/(1+u)7/2, òàêæå ïîìåùåííîé íà ðèñóíîê (êðèâàÿâåðõíÿÿ ñëåâà è íèæíÿÿ ñïðàâà). Êðèâûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ, áëèçêèõ ê òî÷êå ñ àáñöèññîé u = 0.219 èîðäèíàòîé 1.20. à á
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0u�èñ. 2à. Ïîëÿðíûå �èñ. 2á. Òå æå �óíêöèè â çàâèñèìîñòèäèàãðàììû �óíêöèé îò àðãóìåíòà u = (γeε)
2 è ïðåäåëüíàÿ

We(ε)/γ5
e ïðè βe =0, 0.5, êðèâàÿ (7/4 + 3u)/(1 + u)7/2.

0.8, 0.9, 0.95 è 0.98.� 3. Ñïåêòð ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ â âîëíîâîé çîíå1. Õàðàêòåð ñïåêòðà. Â ýòîì ïàðàãðà�å íàéäåì ñïåêòð èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå â âîëíîâîéçîíå. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì îáùèé ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ çàðÿäà ñ ïåðèîäîì T =
2π

ω
.Ïåðèîä T ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî âðåìåíè âëèÿíèÿ t1. Íî êàê ëåãêî ïîêàçàòü, â ýòîì ñëó÷àå è ïî âðåìåíè íà-áëþäàòåëÿ t èçëó÷åíèå çàðÿäà èìååò òîò æå ïåðèîä. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îäíîâðåìåííî ïðèáàâèòü ïåðèîä êîâðåìåíè t1 è êî âðåìåíè t â ðàâåíñòâå (32), ãäå ïîä âåêòîðîì ~r(t1) ïîäðàçóìåâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêèé âåêòîð, òîðàâåíñòâî îñòàíåòñÿ âåðíûì.Ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ôóðüå. Ïîýòîìó ñïåêòð èçëó÷åíèÿ çàðÿäà ñîñòîèò èç îò-äåëüíûõ ðàâíîîòñòîÿùèõ äðóã îò äðóãà ëèíèé. Íàéäåì èíòåíñèâíîñòè ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé. Äëÿ ýòîãî íàäîîïðåäåëèòü êîý��èöèåíò ðàçëîæåíèÿ â ðÿä íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

~E =

∞
∑

l=−∞

~Ele
−ilωt, (58)òî åñòü

~El =
ω

2π

π/ω
∫

−π/ω

~Eeilωtdt. (59)Ââèäó âåùåñòâåííîñòè íàïðÿæåííîñòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå ~E−l = ~E∗
l .Âû÷èñëèì èíòåãðàë îò ~E2 ïî ïåðèîäó:

T/2
∫

−T/2

| ~E|2dt =

T/2
∫

−T/2

~E ~E∗dt =
∞
∑

l,l′=−∞

~El
~E∗

l′

T/2
∫

−T/2

e−ilωt+il′ωtdt = T
∞
∑

l=−∞
| ~El|2. (60)54



Èíòåãðàë îò èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
T/2
∫

−T/2

dt1W =

T/2
∫

−T/2

W∗dt =
c

4π
R2

T/2
∫

−T/2

| ~E|2dt =
c

4π
R2T

∞
∑

l=−∞
| ~El|2, (61)2. Êîý��èöèåíò ðàçëîæåíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ â èíòåãðàë (59) âûðàæåíèå íàïðÿæåííîñòè (31), ïîëó÷àåì

~El =
e

cR

1

T
~n×

[

~n× ~Il

]

, (62)ãäå îáîçíà÷åíî
~Il =

T/2
∫

−T/2

dt

1 − ~n~β
eilωet d

dt1

~β

1 − ~n~β
. (63)Ïðîèçâîäíóþ ìîæíî ñ÷èòàòü íå ÷àñòíîé, òàê êàê âåêòîð ~β çàâèñèò òîëüêî îò t1.Ïîäñòàâèì â �îðìóëó (63) ñâÿçü âðåìåíè t ñî âðåìåíåì t1 (32) è ñâÿçü èõ äè��åðåíöèàëîâ (33), à çàòåìïðîèíòåãðèðóåì ïî ÷àñòÿì:

~Il =

T/2
∫

−T/2

dt1e
ilω(t1+R/c−~r~n/c) d

dt1

~β

1 − ~n~β
= −ilωeilωR/c

T/2
∫

−T/2

eilω(t1−~r~n/c)~βdt1. (64)Âíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå ïðîïàäàåò âñëåäñòâèå ïåðèîäè÷íîñòè âåêòîðîâ. Ïîëó÷åííàÿ �îðìóëà ñïðàâåäëèâàäëÿ ëþáîãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Äàëüøå ïåðåéäåì ê ìàãíèòî-òîðìîçíîìó èçëó÷åíèþ.Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì èçëó÷åíèå â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü �îðìóëû, îïóñòèì èíäåêñ
e ó âåêòîðà íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ ~n è óãëà, êîòîðûé îí îáðàçóåò ñ íàïðàâëåíèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ýòîòâåêòîð ïî-ïðåæíåìó ìîæíî âçÿòü â ïëîñêîñòè âåêòîðîâ ~e1 è ~e3.3. Äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó çàðÿä äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè è âëèÿíèåì åãî èçëó÷åíèÿ íà åãîæå äâèæåíèå ìû ïðåíåáðåãàåì, òî âñå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ ýòèì äâèæåíèåì, à èìåííî, êîîðäèíàòû çàðÿäà, åãîñêîðîñòü, óñêîðåíèå, à ñëåäîâàòåëüíî è íàïðÿæåííîñòè èçëó÷àåìîãî èì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïåðèîäè÷åñêèåñ ïåðèîäîì Te = 2π/ωe.Ïîäñòàâèì �îðìóëû äëÿ âõîäÿùèõ â ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå âåêòîðîâ äëÿ çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ïîîêðóæíîñòè:

~n = (sin θ, 0, cos θ), ~r =
cβe

ωe
(sinφ,− cosφ, 0), βe = βe(cosφ, sinφ, 0), (65)è ñäåëàåì çàìåíó t1 = φ/ωe. Èíòåãðàë (64) ïåðåéäåò â

~Il = −ilβee
ilωeR/c

π
∫

−π

(cosφ,− sinφ, 0)ei l φ−iz sin φdφ, (66)ãäå z = l βe sin θ.Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàéòè äâà èíòåãðàëà. Îáà îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç áåññåëåâû �óíêöèè ïåðâîãîðîäà
Jl(z) =

1

2 π

π
∫

−π

ei l φ−i z sin φdφ =
z

2πl

π
∫

−π

ei l φ−i z sin φ cosφdφ. (67)Âòîðîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì. Ïðîèçâîäíàÿ îò �óíêöèè Áåññåëÿ
J ′

l (z) = − i

2π

π
∫

−π

ei l φ−i z sin φ sinφdφ. (68)Èòàê, âåêòîð (66) ïðèíèìàåò âèä
~Il = −ileilωeR/c2π

(

1

sin θ
Jl(z), iβeJ

′
l (z), 0

)

. (69)55



4. Ôîðìóëà Øîòòà. ×òîáû íàïèñàòü �îðìóëó äëÿ êîý��èöèåíòà ðàçëîæåíèÿ íàïðÿæåííîñòè, íàéäåì äâîé-íûå âåêòîðíûå ïðîèçâåäåíèÿ îò äâóõ êîîðäèíàòíûõ îðòîâ:
~ne × [~ne × ~e1] = sin θe~ne − ~e1, ~ne × [~ne × ~e2] = −~e2. (70)Óäîáíî ââåñòè îðòû, ïåðïåíäèêóëÿðíûå íàïðàâëåíèþ èçëó÷åíèÿ è îáðàçóþùèå ñ îðòîì ~ne ïðàâóþ òðîéêó:

~e1(~ne) = cos θe~e1 − sin θe~e3, ~e2(~ne) = ~e2. (71)Òîãäà l-òàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåííîñòè ñîãëàñíî �îðìóëàì (62), (69), (70) è (71) ïðåäñòàíåò â âèäå
~El =

e

cR
ilωee

ilωeR/c [ctg θeJl(z)~e1(~ne) + iβeJ
′
l (z)~e2(~ne)] . (72)Çàìåòèì, ÷òî ñîñòàâëÿþùàÿ ñ íîìåðîì íóëü ðàâíà íóëþ.Ïîäñòàâèâ ðåçóëüòàò (72) â �îðìóëó (61), ïîëó÷èì

Te/2
∫

−Te/2

W∗dt=
c

2ωe
R2 e

2ω2
e

c2R2

∞
∑

l=−∞
l2
[

ctg2 θeJ
2
l (z)+β2

eJ
′
l
2(z)

]

=ωe

∞
∑

l=1

Wl. (73)Äëÿ èíòåíñèâíîñòè l-òîé ëèíèè (ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ â íåé) Wl â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó ÷àñòîòû íàéäåì
Wl =

e2

c
l2wl, (74)ãäå ââåäåíî åùå îäíî îáîçíà÷åíèå

wl = wl(βe, θe) = ctg2 θe J
2
l (z) + β2

e J
′2
l (z). (75)Íàïîìíèì, ÷òî àðãóìåíò áåññåëåâîé �óíêöèè z = lβe sin θe. Âåëè÷èíà e2l2ω2

ewl/(4πc
2R2) ïðåäñòàâëÿåò ïëîò-íîñòü ýíåðãèè â ëèíèè ñ íîìåðîì l íà ðàññòîÿíèè R îò èñòî÷íèêà, âåêòîð Ïîéíòèíãà (ïîòîêà ýíåðãèè) èìååòäîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü c~ne.Ôîðìóëà (74) íîñèò íàçâàíèå �îðìóëûØîòòà, êîòîðûé åå âûâåë â 1912 ã. Îíà ïîëó÷èëà øèðîêîå ïðèìåíåíèåâ ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ �èçèêè è â îñîáåííîñòè â àñòðî�èçèêå.
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βe l�èñ. 3. Ôóíêöèè l2wl(βe, π/2) �èñ. 4. Çàâèñèìîñòü �óíêöèéïðè l = 1(1)5 â çàâèñèìîñòè l2wl(βe, π/2) îò l ïðè βe = 0.4,îò βe. 0.5(0.05)0.9, 0.925, 0.95, 1.0.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûå èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ â ïåðâûõ ïÿòè ëèíèÿõ ïðè θe = π/2, ò. å. âîñíîâíîé ïëîñêîñòè, â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè ýëåêòðîíà βe (�óíêöèè l2wl(βe, π/2)). �èñ. 4 äàåò ïðåäñòàâëåíèå îçàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòåé â òîì æå íàïðàâëåíèè îò íîìåðà ëèíèè äëÿ çíà÷åíèé βe = 0.4, 0.5, 0.55, 0.6, 0.65, 0.7,

0.75, 0.8, 0.85, 0.9, 0.925, 0.95, 1.0. Íàíåñåííûå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ îãèáàþùèìè �óíêöèé l2wl(βe, π/2). Ïðè ìàëûõ
βe èíòåíñèâíîñòè ëèíèé áûñòðî óáûâàþò ñ íîìåðîì. Ïðè βe, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê åäèíèöå, èíòåíñèâíîñòèñíà÷àëà ðàñòóò, äîñòèãàþò ìàêñèìóìà, à çàòåì óáûâàþò. Ïðè βe = 1 ðîñò ñ l íåîãðàíè÷åí.3. Ïîëÿðèçàöèÿ â ëèíèÿõ. Êàæäàÿ ëèíèÿ â ñïåêòðå ìàãíèòî-òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó è ê íåé ìîæíî ïðèìåíèòü îáùóþ òåîðèþ ïîëÿðèçàöèè [36℄. Êàê è âñÿêàÿ ñòðîãîìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ âîëíà, ýòè âîëíû ïîëíîñòüþ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàíû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû â ýòîì óáåäèòüñÿ,ðàññìîòðèì íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ â ëèíèè ñ íîìåðîì l, ò. å. âåêòîð ~El. Ïîñêîëüêó èíòåíñèâíîñòü56



ëèíèè ó íàñ óæå íàéäåíà, ïîëÿðèçàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè (ïàðàìåòðû Ñòîêñà) ìîæíî íàõîäèòü ñ òî÷íîñòüþäî ìíîæèòåëÿ.Èñïîëüçóåì îðòû (71) â êà÷åñòâå ïîëÿðèçàöèîííîãî áàçèñà. Ïðåäñòàâèì íàïðÿæåííîñòü â ëèíèè â ýòèõîðòàõ ñîãëàñíî �îðìóëå (70) â âèäå ñòîëáöà:
~El ∝ [i ctg θeJl(z)~e1(~ne) − βeJ

′
l (z)~e2(~ne)] =

(

i ctg θeJl(z)
−βeJ

′
l (z)

)

. (76)Ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè äëÿ �îòîíîâ îäíîé ýíåðãèè è îäèíàêîâîãîèìïóëüñà. Îíà ïîëó÷àåòñÿ êàê äèàäíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ñàìîãî íà ñåáÿ [36℄. Â àñòðî�èçèêåâìåñòî ïîëÿðèçàöèîííîé ìàòðèöû èñïîëüçóþòñÿ ïàðàìåòðû Ñòîêñà, êîòîðûå ëèíåéíî ñâÿçàíû ñ ýëåìåíòàìèìàòðèöû:
Ŝ =

c

4π
~E ~E† =

c

4π

(

| ~Ex|2 ~Ex
~E∗

y
~E∗

x
~Ey | ~Ey|2

)

=
1

2

(

I +Q U − iV
U + iV I −Q

)

, (77)ãäå I � èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, Q è U � ïàðàìåòðû ëèíåéíîé, à V � êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè. Â íàøåì ñëó÷àåðîëü èíòåíñèâíîñòè èãðàåò Wl.Òîãäà â ïðèíÿòûõ ïîëÿðèçàöèîííûõ îðòàõ ïîëÿðèçàöèîííàÿ ìàòðèöà èçëó÷åíèÿ â ëèíèè ñ íîìåðîì l ñòî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ áóäåò èìåòü âèä
Ŝl =

c

4π
~El
~E†

l ∝
(

ctg2 θeJ
2
l (z) −iβe ctg θeJl(z)J

′
l (z)

iβe ctg θeJl(z)J
′
l (z) β2

e J
′2
l (z)

)

, (78)à ïàðàìåòðû Ñòîêñà 
 ïðàâèëüíûì êîý��èöèåíòîì, òàêèì æå êàê ó èíòåíñèâíîñòè, îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé(74) ïðèìóò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: Ul = 0,
Ql =

e2

c
l2[ctg2 θe J

2
l (z)−β2

e J
′2
l (z)], Vl =2

e2

c
l2βe ctg θeJl(z)J

′
l (z). (79)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî W 2

l = Q2
l + U2

l + V 2
l , ÿâëÿþùååñÿ óñëîâèåì ïîëíîé ïîëÿðèçàöèè.Òàêèì îáðàçîì, èçëó÷åíèå â êàæäîé ìàãíèòî-òîðìîçíîé ëèíèè ïîëíîñòüþ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàíî, ò. å.îáëàäàåò êàê ëèíåéíîé, òàê è êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèåé. Â îñíîâíîé ïëîñêîñòè êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ èñ÷åçàåò(ctg π/2 = 0), à ëèíåéíàÿ ñòàíîâèòñÿ ïîëíîé: Il = −Ql =

e2

c
[zJ ′

l(z)]
2. Íàïðîòèâ, ïðè íàáëþäåíèè âäîëü îñèâðàùåíèÿ ýëåêòðîíà, ò. å. ïðè θe = 0 èëè θe = π, ïîëÿðèçàöèÿ ïîëíîñòüþ êðóãîâàÿ. Ïðè ýòîì íàáëþäàòåëüâèäèò òîëüêî îäíó ëèíèþ, à èìåííî, ïåðâóþ è I1 = V1 =

e2

c

β2
e

2
. Ïîñëåäíèå óòâåðæäåíèÿ âûòåêàþò èç ñâîéñòâàáåññåëåâûõ �óíêöèé, âûðàæàåìîãî àñèìïòîòè÷åñêèì ðàâåíñòâîì Jl(z) ∼ (z/2)l/l! ïðè z → 0 (�îðìóëà (Á.109)).Ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè ñîãëàñóþòñÿ ñ ãåîìåòðèåé äâèæåíèÿ èçëó÷àþùåãî ýëåêòðîíà è ïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ.4. Ïîëíîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ. Ïîëíîå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, èçëó÷àåìîé â ëèíèè, ðàâíî èíòåãðàëó ïî íàïðàâ-ëåíèÿì îò èíòåíñèâíîñòè (74), ò. å.

W l(βe) = 2 π

π
∫

0

sin θedθeWl. (80)Ïðè èíòåãðèðîâàíèè âîçíèêàþò äâà èíòåãðàëà, êîòîðûå ñîãëàñíî �îðìóëàì òåîðèè áåññåëåâûõ �óíêöèé âûðà-æàþòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Áåññåëÿ äâîéíîãî (ïî ñðàâíåíèþ ñ íîìåðîì ëèíèè) ïîðÿäêà, òàê ÷òî
W l(βe) = 4π

e2

c
l



βeJ
′
2l(2lβe) −

l

γ2
e

1
∫

0

J2l(2lβey)dy



 . (81)Ìîæíî íàéòè ñóììàðíûå ïàðàìåòðû ïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ, èäóùåãî âî âñå ñòîðîíû. Ïðè ýòîì V l = 0, ò. å.êðóãîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ èñ÷åçàåò ââèäó ñèììåòðè÷íîñòè ïðàâîé è ëåâîé ïîëÿðèçàöèè, îñòàåòñÿ òîëüêî ëèíåéíàÿ:
Ql(βe) = −4π

e2

c
l



βeJ
′
2l(2lβe) + l

1
∫

0

J2l(2lβey)dy

(

1 + β2
e − 2

y

)



 =

= −4π
e2

c
l



βeJ
′
2l(2lβe) −

l

γ2
e

1
∫

0

J2l(2lβey)dy + 2l

1
∫

0

J2l(2lβey)
1 − y

y
dy



 . (82)57



Â ñëó÷àå íåðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà (lβe ≪ 1) èç ïðèâåäåííûõ �îðìóë ñ ïîìîùüþ óæå èñïîëüçîâàâøåãîñÿñîîòíîøåíèÿ: Jν(z) ∼ (z/2)ν/Γ(ν + 1) ïðè z → +0, ëåãêî ïîëó÷èòü
W l ∼ 4π

e2

c

l(l+ 1)

(2l+ 1)!
(lβe)

2l, Ql ∼ −4π
e2

c

l2

(2l + 1)!
(lβe)

2l. (83)Òàê êàê ìíîæèòåëè, çàâèñÿùèå îò l, ïðè ìàëûõ l íåâåëèêè, à ïðè áîëüøèõ l ñîãëàñíî �îðìóëå Ñòèðëèíãàïðèáëèæåííî ïðîïîðöèîíàëüíû (2/e)2l+1, òî çà ñ÷åò ìíîæèòåëÿ β2l
e èíòåíñèâíîñòè ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé áûñòðîóáûâàþò ñ ðîñòîì íîìåðà, òàê ÷òî �àêòè÷åñêè îñóùåñòâëÿþòñÿ òîëüêî ïåðâûå öèêëîòðîííûå ëèíèè.

W l(βe)/(4πe
2/c) −Ql(βe)/W l(βe)
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l l�èñ. 5. Ïîëíîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ �èñ. 6. Ñòåïåíü ëèíåéíîé ïîëÿ-ïðè ðàçëè÷íûõ βe. ðèçàöèè â ïîëíîì èçëó÷åíèè.�èñ. 5 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î çàâèñèìîñòè îò íîìåðà ëèíèè �óíêöèè W l(βe) ïðè ðàçëè÷íûõ ýíåðãèÿõýëåêòðîíà. Êàê è íà ðèñ. 4, ïðåäñòàâëåíû îãèáàþùèå äèñêðåòíûõ çíà÷åíèé ýòîé �óíêöèè â åäèíèöàõ 4πe2/cïðè çíà÷åíèÿõ βe= 0.4, 0.5(0.05)0.9, 0, 925, 0.95, 0.97, 0.99, 1.0. ×åì áîëüøå βe, òåì âûøå ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðè-âàÿ. Íåêîòîðàÿ íåãëàäêîñòü êðèâûõ ïðè íåáîëüøèõ l îáúÿñíÿåòñÿ äèñêðåòíîñòüþ �óíêöèé. Íà ðèñ. 6 äàþòñÿîòíîøåíèÿ ïàðàìåòðà Ñòîêñà −Ql(βe) è èíòåíñèâíîñòè ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ βe. Á�îëüøèì èõ çíà÷åíèÿì ñîîò-âåòñòâóþò ìåíüøèå âåëè÷èíû ïîëÿðèçàöèè. Îòìåòèì ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè. Ïðè βe → 0îòíîøåíèå − Ql(βe)

W l(βe)
→ l

l + 1
, ïðè l → ∞ ýòî îòíîøåíèå ñòðåìèòñÿ ê 1, ïðè÷åì òåì áûñòðåå, ÷åì ìåíüøå βe.Ïîâåäåíèå ñïåêòðà ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ óæå íàìå÷àåòñÿ íà ïðèâåäåííûõ ðèñóíêàõ. Â ñëåäóþùåì ïàðà-ãðà�å îíî áóäåò ïîäðîáíî îáñóæäåíî, à â ïîñëåäóþùèõ ïóíêòàõ ýòîãî îáðàòèìñÿ ê âîïðîñó î ñïåêòðå â ñèñòåìàõïîëÿ.5. Èìïóëüñ �îòîíà â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ. Äëÿ ïåðåõîäà èç ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìû â ñèñòåìó ïîëÿ ñâÿæåìõàðàêòåðèñòèêè èçëó÷åíèÿ â ýòèõ ñèñòåìàõ. Âñå õàðàêòåðèñòèêè �îòîíîâ ñíàáæàåì òåìè æå èíäåêñàìè, ÷òîè ýëåêòðîííûå. Íàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåì åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè ~ne è ~nf ñ ñîîòâåòñòâóþùèìèóãëàìè, à ýíåðãèè �îòîíîâ � íå ÷àñòîòàìè, à âîëíîâûìè ÷èñëàìè æe è æf .Ââåäåì ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð èìïóëüñà (òî÷íåå, âîëíîâîé âåêòîð) �îòîíà æ. Äëÿ áîëüøåé íàãëÿäíîñòèîòìåòèì ýòîò âåêòîð èíäåêñàìè e è f, êîãäà åãî ñîñòàâëÿþùèå îòíåñåíû ê ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà:

æe = {æe,æe~ne}, æf = {æf ,æf~nf}. (84)Ñîîòíîøåíèå ìåæäó íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè ñîãëàñíî ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà äàåò îáû÷íûé çàêîí Äîïëåðà(ñì. �îðìóëû (I.72) è (I.73)
æe = æfγ‖(1 − β‖ cos θf), æf = æeγ‖(1 + β‖ cos θe). (85)Ïðåîáðàçîâàíèå íàïðàâëåíèé ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì àáåððàöèè (�îðìóëà (I.78))

æe~ne = æf~nf + æfγ‖β‖~e3 + (γ‖ − 1)æf~e3(~e3~nf), (86)
æf~nf = æe~ne − æeγ‖β‖~e3 + (γ‖ − 1)æe~e3(~e3~ne). (87)Ïðîåêöèÿ íà íàïðàâëåíèå âåêòîðà ~e1 äàåò ñâÿçü ìåæäó ñèíóñàìè æe sin θe = æf sin θf , òàê ÷òî

sin θe =
sin θf

γ‖(1 − β‖ cos θf)
, sin θf =

sin θe
γ‖(1 + β‖ cos θe)

. (88)58



Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ êîñèíóñîâ ïîëó÷àþòñÿ èç ïðîåêöèè ñîîòíîøåíèÿ (86) íà îðò ~e3 èëè èç îñíîâíîãîòðèãîíîìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà:
cos θe =

cos θf − β‖
1 − β‖ cos θf

, cos θf =
cos θe + β‖

1 + β‖ cos θe
. (89)Âçàèìíî îáðàòíûå �îðìóëû (88)�(89), êàê è ïðåîáðàçîâàíèå (85) ÷àñòîò, îòëè÷àþòñÿ çíàêàìè ïåðåä β‖. Àçèìó-òàëüíûé óãîë φ âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñèñòåìàõ îäèíàêîâ.Ïðÿìûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ëþáîãî èç äâóõ ñîîòíîøåíèé (89) ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî âåëè÷èíû: æ2 sin θdθ,

æ2 sin θdθdφ = æ2d2n, dæ/æ è d3æ/æ, � ÿâëÿþòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèìè èíâàðèàíòàìè. Âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà
æe sin θe = æf sin θf è æedθe = æfdθf , à òàêæå √1 − β‖ tg

θe
2

=
√

1 + β‖ tg
θf
2
.6. Ñïåêòð â ñèñòåìàõ ïîëÿ. Â ýòîì ïóíêòå ïîëó÷èì �îðìóëû, îïèñûâàþùèå ñïåêòð ìàãíèòî-òîðìîçíîãîèçëó÷åíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ýëåêòðîí äâèæåòñÿ ïî ñïèðàëè, ò. å. â îäíîé èç ñèñòåì ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî îáîáùèì�îðìóëó (74). Ïðîùå âñåãî îáîáùàåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ àðãóìåíòà áåññåëåâûõ �óíêöèé:

z = lβ⊥γ‖
sin θf

γ‖(1 − β‖ cos θf)
= l

βf sinα sin θf
1 − βf cosα cos θf

= l
βs

βc
, (90)ãäå èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ (45). Íå ñëîæíåå îáîáùàåòñÿ è âûðàæåíèå (75): β‖ = βf cosα, β⊥ = βf sinα,

wl = γ2
‖

[

(

cos θf − β‖
sin θf

)2

J2
l (z) + β2

⊥J
′
l
2(z)

]

. (91)Ñ ïðîèçâåäåííûìè îáîáùåíèÿìè ìîæíî çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî èìïóëüñà, êîòîðûé íåñóò�îòîíû â ëèíèè ñ íîìåðîì l â ýëåìåíòå òåëåñíîãî óãëà d2nf çà ïåðèîä âðåìåíè Tf :
d2P f

l =
e2c

ω2
e

l2æ2
f d

2nfæfwl. (92)Âûðàæåíèå ÿâíî ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíî. Âìåñòå ñ òåì ïðè ïåðåõîäå â ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó îíî ñâÿçûâà-åòñÿ ñ âåëè÷èíîé Wl, îïðåäåëÿåìîé �îðìóëîé (74):
d2P e

l=
e2c

ω2
e

l2æ2
ed

2neæewl =
e2c

ω2
e

l2
ω3

e

c3
d2ne{1, ~ne}wl =

ωe

c
Wl{1, ~ne}d2ne. (93)Ïîÿâëåíèå ëèøíèõ ìíîæèòåëåé ωe è c îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òîWl � ýòî íå èìïóëüñ, à ýíåðãèÿ, ïðè÷åì ðàññ÷èòàííàÿíà åäèíèöó ÷àñòîòû.Îáùóþ �îðìóëó (92) òàêæå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå, àíàëîãè÷íîì (93):

d2P f
l =

W f
l

c

ωf

1 − β‖ cos θf
{1, ~nf}d2nf , (94)ãäå îáîáùåíèå �îðìóëû (74)

W f
l =

e2

c
l2

wl

γ2
‖(1 − β‖ cos θf)2

. (95)Äîïîëíèòåëüíûå ìíîæèòåëè â (94) îáúÿñíÿþòñÿ òåì æå:W f
l � ýòî èçëó÷àåìàÿ ýíåðãèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ íà åäèíèöóèçëó÷àåìîé ÷àñòîòû (âûäåëåíî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ëèíèÿìè), à P f

l � ýòî èìïóëüñ çà ïåðèîä Tf . Ýòîòèìïóëüñ, à íå ýíåðãèÿ W f
l , ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíîé âåëè÷èíîé.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ωe è ωf � ýòî ÷àñòîòû îáðàùåíèÿ ýëåêòðîíà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå è ñèñòåìå ïîëÿ, à

~æe è ~æf � âîëíîâûå âåêòîðû èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ â òåõ æå ñèñòåìàõ îòñ÷åòà. Â ïåðâîé èç íèõ âûïîëíÿåòñÿñîîòíîøåíèå æe = ωe/c, âî âòîðîé æå ñâÿçü óêàçàííûõ âåëè÷èí áîëåå ñëîæíàÿ, òàê êàê ωf = ωe/γ‖, à âîëíîâûåâåêòîðû ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì (85). Ïîýòîìó ÷àñòîòû ëèíèé ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ ïî îêðóæ-íîñòè, îäèíàêîâû âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ è ðàâíû ωe
l = lωe. Çàðÿä, äâèæóùèéñÿ ïî ñïèðàëè, èçëó÷àåò ñïåêòð,÷àñòîòû êîòîðîãî çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ:

ωf
l = lcæf = l

cæe

γ‖βc
= l

ωf

βc
= l

ω∗
γfβc

. (96)Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå èçëó÷åíèÿ ïðè âèíòîâîì äâèæåíèè çàðÿäà îò ñëó÷àÿ åãî ïëîñêîãî äâèæåíèÿ çàêëþ-÷àåòñÿ òàêæå â ñëåäóþùåì. Ôîðìóëà (92) îïðåäåëÿåò èçëó÷åíèå çà ïåðèîä. Îäíàêî ïåðèîä ïîëíîãî îáîðîòà59



çàðÿäà Tf = 2π/ωf è íàèìåíüøèé ïåðèîä (ïðè l = 1), ñ êîòîðûì ïðèõîäÿò âîëíû ê íàáëþäàòåëþ â çàäàííîìíàïðàâëåíèè 2π/(cæf) = Tfβc, ðàçëè÷àþòñÿ. Âòîðîé èç íèõ ïðè îäèíàêîâûõ çíàêàõ cosα è cos θf ìåíüøå ïåðâîãî,òàê ÷òî íàáëþäàòåëü â åäèíèöó âðåìåíè áóäåò âîñïðèíèìàòü áîëüøåå êîëè÷åñòâî ýíåðãèè, ÷åì èçëó÷àåò çàðÿä.Íèêàêîãî ïàðàäîêñà çäåñü íåò, òàê êàê çàðÿä, äâèæóùèéñÿ íàâñòðå÷ó íàáëþäàòåëþ, ñàì êàê áû äîãîíÿåò ñâîåæå èçëó÷åíèå è ñïðåññîâûâàåò åãî. Íàïðîòèâ, äëÿ íàáëþäàòåëÿ, îò êîòîðîãî çàðÿä óäàëÿåòñÿ, èçëó÷åíèå áóäåòîñëàáëåíî, òàê ÷òî â ñðåäíåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, êîíå÷íî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïîäðîáíîå îáúÿñíåíèå âñåõ ýòèõý��åêòîâ ñîäåðæèòñÿ â êíèãå Â.Ë. �èíçáóðãà [8℄.Çàìåòèì, ÷òî äëÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîãî çàðÿäà ïðè íå ìàëûõ ïèò÷-óãëàõ α ìíîæèòåëü βc = sin2 α, òàê ÷òî÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ, èäóùåãî â êîíóñå íàèáîëüøåé èíòåíñèâíîñòè, ωf
l = l

ωf

sin2 α
, à ÷àñòîòà ïðèõîäà èìïóëüñîâ êíàáëþäàòåëþ â ýòîì íàïðàâëåíèè áîëüøå ÷àñòîòû îáðàùåíèÿ çàðÿäà âîêðóã îñè ωf/2π â 1/ sin2 α ðàç.Ïîëíîå èçëó÷åíèå äâèæóùåãîñÿ ïî ñïèðàëè ýëåêòðîíà (âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ) â ñèñòåìàõ ïîëÿ íàõîäèòñÿèíòåãðèðîâàíèåì âûðàæåíèÿ (94) ñ ïåðåõîäîì îò ïåðåìåííîé θf ê θe ïî ïðèâåäåííûì âûøå �îðìóëàì. Ïðèýòîì èíòåãðàëû ïî àçèìóòó, êîòîðûé îäèíàêîâ âî âñåõ ñèñòåìàõ ïîëÿ, îò êîìïîíåíò âåêòîðà ~nf â ïëîñêîñòè,ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïîëþ, ðàâíû íóëþ, à âðåìåííàÿ êîìïîíåíòà è ïàðàëëåëüíàÿ ïîëþ îò àçèìóòà íå çàâèñÿò, òàê÷òî

P l =

∫

d2P f
l =2π

e2

c2
ωf l

2

π
∫

0

sin θfdθf
{1, 0, 0, cosθf}
(1 − β‖ cos θf)3

[

(

cos θf − β‖
sin θf

)2

J2
l (z) + β2

⊥J
′
l
2(z)

]

=

= 2π
e2

c2
ωf l

2

π
∫

0

sin θedθe{1 + β‖ cos θe, 0, 0, cos θe + β‖}
[

ctg2 θeJ
2
l (z) + β2

eJ
′
l
2(z)

]

=
ωe

c
{γ‖, 0, 0, γ‖β‖}W l. (97)Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå ñêàëÿðíûõ ìíîæèòåëåé íà ÷åòûðåõìåðíûé áåçðàç-ìåðíûé âåêòîð ñêîðîñòè çàðÿäà âäîëü ïîëÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èçëó÷åíèþ çàðÿäîì ýíåðãèè è èìïóëüñà â ëèíèè.Åñëè ïðîñóììèðîâàòü ïî íîìåðó ëèíèè, òî ïîëó÷èòñÿ ïîëíûé èìïóëüñ, èçëó÷àåìûé çàðÿäîì çà ïåðèîä:

P =

∞
∑

l=1

P l =2π
e2

c2
ωf

∞
∑

l=1

l2
π
∫

0

sin θfdθf
{1, 0, 0, cosθf}
(1−β‖ cos θf)3

[

(

cos θf−β‖
sin θf

)2

J2
l (z)+β2

⊥J
′
l
2(z)

]

=
ωe

c
{γ‖, 0, 0, γ‖β‖}

∞
∑

l=1

W l. (98)7. Ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ â ñèñòåìàõ ïîëÿ. Óìíîæåíèå âðåìåííîé êîìïîíåíòû âåêòîðà èìïóëüñà (98) íà
cωf/2π, ò. å. ðàñ÷åò ýíåðãèè íà åäèíèöó âðåìåíè, ïðåâðàùàåò ýòó êîìïîíåíòó â ñêàëÿð, à èìåííî, â ðàçëîæåíèåâ ñïåêòð ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ çàðÿäà I, âåëè÷èíà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (25):

I=
e2

c
ω2

f

∞
∑

l=1

l2
π
∫

0

sin θfdθf
β3

c

[

(

cos θf−β‖
sin θf

)2

J2
l (z)+β2

⊥J
′
l
2(z)

]

, (99)ãäå z çàäàåòñÿ �îðìóëîé (90). Ýòà îïåðàöèÿ ðàâíîñèëüíà äåëåíèþ íà ïåðèîä îáðàùåíèÿ çàðÿäà, ïðè÷åì çàâè-ñèìîñòü ïåðèîäà ïðèõîäà �îòîíîâ ê íàáëþäàòåëþ îò íàïðàâëåíèÿ íà íåãî íå ó÷èòûâàåòñÿ, òàê êàê ïîëó÷àåìàÿìîùíîñòü îòíîñèòñÿ èìåííî ê çàðÿäó, ÷òî àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ ïðè ïîëó÷åíèè âûðàæåíèÿ (I.85). Ïîêàæåìïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî ðàçëîæåíèÿ, ò. å. ðàâåíñòâî åãî (25).Â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èëè èç âðåìåííîé êîìïîíåíòû (98) ïîñëå ïîäñòàíîâêè�îðìóëû (81) ïîëó÷àåòñÿ
I=

ω2
e

2π

∞
∑
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W l =2
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c
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e
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
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e

1
∫

0

J2l(2lβey)dy



. (100)Âû÷èñëåíèå ñóìì ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
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c
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e
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e
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y2dy
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eγ
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γ2
e

(2I4,0(βe) − 3I3,0(βe) + I2,0(βe))

]

, (101)îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå � âòîðîå â (25). 60



� 4. Ñïåêòð ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ1. Îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé Áåññåëÿ. Äëÿ âûâîäà �îðìóë, îïèñûâàþùèõ ñïåêòð ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ,ïðèâåäåì êðàòêèå ñâåäåíèÿ î áåññåëåâûõ �óíêöèÿõ.Áåññåëåâà �óíêöèÿ (ïåðâîãî ðîäà) ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñõîäÿùèìñÿ íà âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ðÿäîì
Jν(z) =

∞
∑

m=0

(−1)m 1

m!Γ(ν + 1 +m)

(z

2

)ν+2 m

. (102)Çäåñü Γ(x) � ãàììà-�óíêöèÿ. Ôóíêöèÿ Jν(z) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ
z2 d2Jν(z)

dz2
+ z

dJν(z)

dz
+ (z2 − ν2)Jν(z) = 0. (103)×èñëî ν íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì óðàâíåíèÿ è �óíêöèè.Ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè Jν(z) è J−ν(z), åñëè òîëüêî ν íåöåëîå ÷èñëî. Âòîðîå ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ðåøåíèå (�óíêöèÿ âòîðîãî ðîäà) ïðåäñòàâëÿþò â âèäå ñëåäóþùåéëèíåéíîé êîìáèíàöèè óêàçàííûõ ðåøåíèé

Yν(z) =
Jν(z) cos (π ν) − J−ν(z)

sin (π ν)
, (104)êîòîðóþ íàçûâàþò �óíêöèåé Âåáåðà èëè Íåéìàíà. Îíà îñòàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìîé îò îñíîâíîé è ïðè öåëûõïîðÿäêàõ.Åñëè â óðàâíåíèè Áåññåëÿ (103) çàìåíèòü ïåðåìåííóþ z íà i z, òî óðàâíåíèå ïåðåéäåò â

z2 d2w

dz2
+ z

dw

dz
− (z2 + ν2)w = 0, (105)íàçûâàåìîå ìîäè�èöèðîâàííûì óðàâíåíèåì Áåññåëÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ íîñÿò íàçâàíèå ìîäè�èöèðî-âàííûõ �óíêöèé Áåññåëÿ. Îäíà èç íèõ � ýòî ïðîñòî �óíêöèÿ Áåññåëÿ (îñíîâíàÿ) îò àðãóìåíòà, óìíîæåííîãîíà ìíèìóþ åäèíèöó:

Iν(z) = e−i π ν/2Jν(ei π/2z) =

∞
∑

m=0

1

m!Γ(ν + 1 +m)

(z

2

)ν+2 m

. (106)Îïÿòü, âòîðûì ðåøåíèåì ïðè íåöåëûõ ν ìîæåò ñëóæèòü I−ν(z). Áîëåå óäîáíà äðóãàÿ �óíêöèÿ, êîòîðóþíàçûâàþò �óíêöèåé Ìàêäîíàëüäà:
Kν(z) =

π

2

I−ν(z) − Iν(z)

sin (π ν)
. (107)Äëÿ íåå ñïðàâåäëèâû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

z[Kν−1(z) −Kν+1(z)] = −νKν(z), 2K ′
ν(z) = −Kν−1(z) −Kν+1(z). (108)Íåïîñðåäñòâåííî èç ïðåäñòàâëåíèé â âèäå ðÿäîâ âûòåêàþò �îðìóëû, õàðàêòåðèçóþùèå ïîâåäåíèå �óíêöèéïðè z → +0:

Jν(z) ∼ Iν(z) ∼
(z

2

)ν 1

Γ(ν + 1)
, Kν(z) ∼ π

2

(z/2)−ν

Γ(1 − ν) sin(πν)
= Γ(ν)2ν−1z−ν. (109)Ïðè ïåðåõîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ èñïîëüçîâàíà �îðìóëà äîïîëíåíèÿ ãàììà-�óíêöèè.2. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ. Ôóíêöèè Áåññåëÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå îïðåäåëåííûõ èíòåãðà-ëîâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ èõ óäîáíî èññëåäîâàòü è âû÷èñëÿòü. Ïðåäñòàâëåíèå äëÿ �óíêöèè öåëîãî ïîðÿäêà

Jn(z) =
1

2π

π
∫

−π

einφ−iz sin φdφ. (110)äîêàçûâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé âûêëàäêîé, ïðè êîòîðîé ýêñïîíåíòó íàäî ðàçëîæèòü â ðÿä ïî ñòåïåíÿì z. Àíà-ëîãè÷íî ïðåäñòàâëåíèå ìîäè�èöèðîâàííîé �óíêöèè
In(z) =

1

π

π
∫

0

e−z sin φ cosnφdϕ. (111)61



Äëÿ �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå
Kν(z) =

∞
∫

0

e−z ch t ch(ν t)dt. (112)3. Àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû. Ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó �óíêöèè Kν(z) ïðè z → ∞ ìåòîäîì Ëàïëàñà. Äëÿýòîãî çàìåíèì â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû ch t = 1+2 sh2(t/2) è ïðèìåì âî âíèìàíèå, ÷òî ïðè áîëüøèõ àðãóìåíòàõ
z â èíòåãðàë äàþò âêëàä òîëüêî ìàëûå çíà÷åíèÿ t, òàê ÷òî

Kν(z) = e−z

∞
∫

0

e−2z sh2(t/2) ch(νt)dt ∼ e−z

∞
∫

0

e−zt2/2dt =

√

π

2z
e−z. (113)Îñîáûé èíòåðåñ äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò àñèìïòîòèêà �óíêöèè Jν(z), êîãäà âåëèêè è àðãóìåíò z è ïîðÿäîê ν,ïðè÷åì z ≤ ν:

Jν(z) =

√

v

u

1

π
K1/3(ν v), (114)ãäå îáîçíà÷åíî

u =
√

1 − z2/ν2, z = ν
√

1 − u2. (115)
v =

1

2
ln

1 + u

1 − u
− u. (116)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé îò �óíêöèè Áåññåëÿ J ′

ν(z) äîñòàòî÷íî ïðîäè��åðåíöèðîâàòü àñèìïòîòè÷åñêóþ�îðìóëó (114):
J ′

ν(z) =
1

π

√
u vK2/3(ν v). (117)4. Íàïðàâëåííîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ. Ïðèìåíèì ïðèâåäåííûå àñèìïòîòèêè ê ñïåêòðó ñèíõðîòðîííîãî èçëó-÷åíèÿ. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì äâèæåíèå çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè (α = π/2).Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî βe ∼ 1, γe ≫ 1. Èçëó÷åíèå ñîñðåäîòî÷åíî â óçêîì êîíóñå îêîëî ïëîñêîñòè âðàùåíèÿ, ïîýòî-ìó öåëåñîîáðàçíî âìåñòî óãëà θe èñïîëüçîâàòü óãîë ε = π/2 − θe. Òîãäà îñíîâíîå èçëó÷åíèå èäåò ïðè ìàëûõçíà÷åíèÿõ ε = ε0/γe ≪ 1.Ïî àðãóìåíòó áåññåëåâûõ �óíêöèé z = lβe sin θe ïðè áîëüøèõ l íàõîäèì

u =
√

1 − z2/l2 =

√

1 − β2
e sin2 θe =

√

1 − β2
e cos2 ε =

√

1 − β2
e + β2

e sin2 ε ∼
√

1/γ2
e + ε2 =

√

1 + ε20
γe

≪ 1. (118)Äëÿ ìàëûõ u âåëè÷èíà v ∼ u3/3 = (1 + ε20)
3/2/3γ3

e . Ñëåäîâàòåëüíî,
Jl(z) ∼

√

1 + ε20√
3πγe

K1/3

(

l(1 + ε20)
3/2/3γ3

e

)

, J ′
l (z) ∼

1 + ε20√
3πγ2

e

K2/3

(

l(1 + ε20)
3/2/3γ3

e

) (119)è (ctg θe = tg ε ∼ ε)
Wl ∼

e2

c
l2

1 + ε20
3π2γ4

e

[

ε20K
2
1/3

(

l(1 + ε20)
3/2/3γ3

e

)

+ (1 + ε20)K
2
2/3

(

l(1 + ε20)
3/2/3γ3

e

)]

. (120)�àññìîòðèì ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Îáå âåëè÷èíû l è γe áîëüøèå.1) l ≪ 3γ3
e . Â ýòîì ñëó÷àå âòîðîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (120) áîëüøå ïåðâîãî, òàê êàê ó íåãîáîëüøå îòðèöàòåëüíàÿ ñòåïåíü ìàëîé âåëè÷èíû. Ñîãëàñíî �îðìóëå äëÿ Kν(z) èç (109)

Wl ∼
e2

c
31/32−2/3Γ2(2/3)

l2/3

1 + ε20
. (121)Ïðè òàêèõ l èíòåíñèâíîñòü íå çàâèñèò îò γe è ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî l2/3. Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíàÿ ïî l áåñêî-íå÷íà, òî åñòü ðîñò áûñòðûé.2) l ∼ 3γ3

e . Ôóíêöèè Ìàêäîíàëüäà ïîðÿäêà 1, à Wl ïðîïîðöèîíàëüíà l2/γ4
e ∼ 9γ2

e .3) l ≫ 3γ3
e . Ïðè òàêèõ íîìåðàõ ëèíèé îáå �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà óáûâàþò ýêñïîíåíöèàëüíî, òàê æå óáûâàåòè Wl:

Wl ∼
e2

c

1

2π

l

γe

1 + 2ε20
(1 + ε20)

1/2
exp

(

−2

3
(1 + ε20)

3/2 l

γ3
e

)

. (122)62



Èíòåíñèâíîñòü ëèíèé áûñòðî âîçðàñòàåò ñ íîìåðîì l äî çíà÷åíèé ïîðÿäêà γ2
e , îáðàçóÿ øèðîêèé ìàêñèìóìíà íîìåðàõ l ïîðÿäêà 3γ3

e , à çàòåì ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò.Ïðè �îðìàëüíîé ïîäñòàíîâêå â �îðìóëó (120) çíà÷åíèÿ βe = 1, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò íåâîçìîæíîé ñêîðî-ñòè çàðÿäà, ðàâíîé ñêîðîñòè ñâåòà (òîãäà γe = ∞), ðîñò ýòîé �óíêöèè ïðîäîëæàåòñÿ íåîãðàíè÷åííî ïî �îðìóëå(121). Ïðè ðåàëüíûõ ñêîðîñòÿõ, áëèçêèõ ñ ñêîðîñòè ñâåòà, èíòåíñèâíîñòü ëèíèé áûñòðî âîçðàñòàåò ñ íîìåðîì l,êàê è ïðè βe = 1, äî çíà÷åíèé ïîðÿäêà γ2
e , îáðàçóÿ øèðîêèé ìàêñèìóì íà íîìåðàõ l ∼ 3γ3

e , à çàòåì ýêñïîíåíöè-àëüíî óáûâàåò.
F (y, ε0)

0.5 1.0

3.5

3.0

0.0 1.5 2.0 2.5 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0 0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

ε0 =0

Fm

ε0 =1
ym

xm

y ε0�èñ. 7. �ðà�èêè �óíêöèè F (y, ε0) �èñ. 8. Òî÷êè ìàêñèìóìîâ è ìàê-â çàâèñèìîñòè îò y è îò x ïðè ñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ �óíêöèè
ε0 = 0, 1/2 è 1. F (y, ε0) â çàâèñèìîñòè îò ε0.Ââåäåì �óíêöèþ

F (y, ε0)=9
y2

1+ε20
[ε20K

2
1/3(y)+(1+ε20)K

2
2/3(y)], y= l

(1+ε20)
3/2

3γ2
e

. (123)×åðåç ýòó �óíêöèþ âåëè÷èíà (120) âûðàæàåòñÿ òàê:
Wl =

e2

c

γ2
e

3π2
F (y, ε0). (124)Ìíîæèòåëü γ2

e âûäåëåí äëÿ òîãî, ÷òîáû âñå ìàêñèìóìû �óíêöèè F (y, ε0) áûëè îäíîãî ïîðÿäêà. Íà ðèñ. 7èçîáðàæåíû ãðà�èêè ýòîé �óíêöèè â çàâèñèìîñòè îò y è îò x = y/(1 + ε20)
3/2 äëÿ òðåõ çíà÷åíèé ε0. Êðèâûå,õàðàêòåðèçóþùèå çàâèñèìîñòü îò x, ðàñïîëàãàþòñÿ ëåâåå è áûñòðåå ñõîäÿòñÿ ê íóëþ (ïðè ε0 = 0 êðèâûå äëÿ yè äëÿ x ñîâïàäàþò). Ñ ðîñòîì ε0 êðèâûå ïîíèæàþòñÿ. Âåëè÷èíû ìàêñèìóìîâ Fm(ε0) = F (ym, ε0), à òàêæå èõïîëîæåíèÿ ym è xm îòðàæàåò ðèñ. 8. Ñ ðîñòîì ε0 òî÷êè ìàêñèìóìîâ ym íåçíà÷èòåëüíî âîçðàñòàþò (îò 0.4169ïðè ε0 = 0 äî 0.4761 ïðè ε0 = ∞). Ìàêñèìóìû óáûâàþò îò 3.3166 ïðè ε0 = 0, à ïðè áîëüøèõ ε0 èõ çíà÷åíèÿ

F (ym, ε0) ∼ 5.4791/ε20. Òî÷êè ìàêñèìóìîâ ïî x ñ ε0 áûñòðî óáûâàþò: xm = ym/(1 + ε20)
3/2.Òàêèì îáðàçîì, ñïåêòð ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ èìååò ñîâåðøåííî äðóãîé õàðàêòåð, ÷åì ñïåêòð öèêëî-òðîííîãî. Ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â óçêîì êîíóñå âáëèçè ïëîñêîñòè, â êîòîðîé âðàùàåòñÿçàðÿä. Ñ ðîñòîì γe óãîë, â êîòîðîì èäåò ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èçëó÷åíèÿ, ñóæàåòñÿ, èíòåíñèâíîñòü ñïåêòðàóâåëè÷èâàåòñÿ. Èçëó÷åíèå èäåò â ëèíèÿõ ñ áîëüøèìè íîìåðàìè l ∼ 3γ3

e è, ñëåäîâàòåëüíî, íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõïîðÿäêà lω∗/γe ∼ 3γ2
eω∗. Ïðè ýòîì ðàññòîÿíèå ìåæäó ëèíèÿìè ðàâíî ωe = ω∗/γe, òàê ÷òî ëèíèè ðàñïîëàãàþòñÿâñå òåñíåå. Òàê êàê âñëåäñòâèå èçëó÷åíèÿ ëèíèè èìåþò êîíå÷íóþ øèðèíó (÷òî ìû íå ó÷èòûâàåì), òî ñïåêòðñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ �àêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì, áëèçêèì ïî âèäó ê òîìó, ÷òî èçîáðàæåíî íà ðèñ.7. �èðîöèêëîòðîííîå èçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó öèêëîòðîííûì è ñèíõðîòðîííûì, ò. å. ñ ðî-ñòîì βe íåóêëîííî âîçðàñòàåò íàïðàâëåííîñòü èçëó÷åíèÿ, óáûâàíèå èíòåíñèâíîñòåé ëèíèé ñ íîìåðîì â îáëàñòèñèëüíîãî èçëó÷åíèÿ ïîñòåïåííî ñìåíÿåòñÿ âîçðàñòàíèåì, à çàòåì ìàêñèìóì ïåðåìåùàåòñÿ â ñòîðîíó âñå á�îëüøèõíîìåðîâ.5. Ïîëíîå èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ. Ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì èíòåíñèâíîñòü ëèíèé (81) ïðè áîëüøèõíîìåðàõ èìååò òå æå ñâîéñòâà, ÷òî è íàïðàâëåííàÿ. Çäåñü âî âíåèíòåãðàëüíîì ñëàãàåìîì u =

√

1 − β2
e = 1/γe ≪

1, v ∼ u3/3 = 1/3γ3
e è ñîãëàñíî àñèìïòîòèêå (Á.117)

βeJ
′
2l(2lβe) ∼

1

π
√

3γ2
e

K2/3(x), x =
2l

3γ3
e

. (125)63



Èíòåãðàë îöåíèâàåòñÿ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Â íåì ñäåëàåì çàìåíó
u′ =

√

1 − β2
e y

2, v′ =
1

2
ln

1 + u′

1 − u′
− u′, (126)

dv′=
u′2du′

1−u′2 =−β2
e

u′ydy

1−u′2 =− βeu
′dy√

1−u′2
, dy=−

√
1−u′2
u′

dv′

βe
. (127)Òîãäà ïîñëå ïîäñòàíîâêè àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìóëû (Á.114)

1
∫

0

J2l(2lβey)dy ∼ 1

πβe

∞
∫

1/3γ3
e

√

v′

u′
K1/3(2lv

′)

√
1 − u′2

u′
dv′. (128)Ïîñëå åùå îäíîé çàìåíû ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x′ = 2lv′ èíòåãðàë ïðèìåò âèä

1
∫

0

J2l(2lβey)dy ∼ 1

2lπ

∞
∫

x

√

v′

u′3
(1 − u′2)K1/3(x

′)dx′, (129)Ââèäó ýêñïîíåíöèàëüíîãî óáûâàíèÿ �óíêöèè Ìàêäîíàëüäà ïðè áîëüøèõ àðãóìåíòàõ îñíîâíîé âêëàä â èí-òåãðàë âíîñÿò çíà÷åíèÿ x, èìåþùèå ïîðÿäîê 1 è ìåíüøå. Ïîýòîìó ñóùåñòâåííû çíà÷åíèÿ v′ = x/2l ≪ 1. Â ýòîéîáëàñòè u′ ≪ 1 è v′ ∼ u′3/3, òàê ÷òî
1
∫

0

J2l(2lβey)dy ∼ 1

2lπ
√

3

∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′. (130)Ïîäñòàâèâ îöåíêè äâóõ ñëàãàåìûõ â �îðìóëó (81), ïîëó÷èì

W l ∼
4√
3

e2

c

l

γ2
e



K2/3(x) −
1

2

∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′



 . (131)Íàêîíåö, âîñïîëüçóåìñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ �óíêöèé Ìàêäîíàëüäà (108), èç êîòîðîãî ñëåäóåò,÷òî ∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′ = 2K2/3(x) −

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′, (132)è ïîëó÷èì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå

W l ∼
e2

c

√
3γefW(x), x =

2l

3γ3
e

, (133)ãäå èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå äëÿ �óíêöèè, îòðàæàþùåé çàâèñèìîñòü èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ îò íîìåðàëèíèè è ëîðåíöåâñêîãî ìíîæèòåëÿ:
fW(x) = x

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′. (134)Èíòåãðàë îò ýòîé �óíêöèè

∞
∫

0

fW(x)dx =
8π

9
√

3
. (135)×àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàêæå �óíêöèÿ, èíòåãðàë îò êîòîðîé ðàâåí 1: f∗
W(x) =

9
√

3

8π
fW(x).Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ x �óíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ñòåïåííîé ðÿä

fW(x) =
π√
3
x

[

(x

2

)−2/3 ∞
∑

n=0

(x/2)2n

n!Γ(n− 2/3)(n− 1/3)
−
(x

2

)8/3 ∞
∑

n=0

(x/2)2n

n!Γ(n+ 8/3)(n+ 4/3)
− 1

]

∼ π√
3

25/3

Γ(1/3)
x1/3.(136)64



Îíà êðóòî âîçðàñòàåò, äîñòèãàÿ ìàêñèìóìà 0.91801 ïðè x = 0.28581. Íàïðîòèâ, ïðè áîëüøèõ x ñïðàâåäëèâîàñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
fW(x) ∼

√

xπ

2
e−x

∞
∑

n=0

(−1)n (2n− 1)!!

2nxn

n
∑

m=0

m−1
∏

k=0

[

(

k +
1

2

)2

− 25

9

]

m!(2m− 1)!!
, (137)èç êîòîðîãî âèäíî åå ýêñïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå. Âñå ýòî îòðàæàåòñÿ íà ðèñ. 9.

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0 1 2 3 4 5

p(x)

fQ(x) fW(x)

x�èñ. 9. �ðà�èêè �óíêöèé fW(x), fQ(x) è p(x).Îöåíèì, íàñêîëüêî áûñòðî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåäåëüíûé ðåæèì ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñðàâíèì òî÷-êè lm è íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ �óíêöèé Wm = W lm(βe)/(4πe
2/c), ãðà�èêè êîòîðûõ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5, äî-ïîëíèâ èõ ñîîòâåòñòâóþùèìè åùå íåñêîëüêèì çíà÷åíèÿì βe, ñ ïðåäåëüíûìè: llimm = 3γ3

e · 0.28581 è W
lim

m =
W lm(βe)/(4πe

2/c) =
√

3γe · 0.91801. �åçóëüòàò ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåí â òàáëèöå, èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî óæå ïðè
γe = 7 ìàêñèìóìû áëèçêè ê ïðåäåëüíûì. Ýòà áëèçîñòü íàñòóïàëà áû åùå ðàíüøå, åñëè áû íàõîäèëèñü íå íàè-áîëüøèå çíà÷åíèÿ òî÷íîé �óíêöèè, ò. å. íå â öåëûõ ÷èñëàõ íîìåðîâ ëèíèé l, à, êàê è ó ïðåäåëüíîé �óíêöèè,òî÷êè ìàêñèìóìîâ, êîãäà l ñ÷èòàåòñÿ íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé.Òàáëèöà. Òî÷êè è çíà÷åíèÿ ìàêñèìóìîâ ïîëíîãî èçëó÷åíèÿ

βe γe lm llimm Wm W
lim

m0.80 1.67 2 1.98 0.175 0.2110.85 1.90 3 2.93 0.209 0.2400.90 2.29 5 5.18 0.264 0.2900.925 2.63 8 7.82 0.311 0.3330.94 2.93 11 10.80 0.351 0.3710.95 3.20 14 14.08 0.387 0.4050.96 3.57 19 19.53 0.436 0.4520.965 3.81 24 23.78 0.467 0.4820.97 4.11 30 29.84 0.506 0.5200.975 4.50 39 39.08 0.557 0.5690.98 5.03 54 54.40 0.624 0.6360.99 7.09 152 152.72 0.889 0.897Íåñëîæíî íàéòè ñðåäíþþ ñòåïåíü áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëîì2.16.2.2. ñïðàâî÷íèêà [47℄:
∞
∫

0

xµKν(x)dx = 2µ−1Γ

(

µ+ 1 + ν

2

)

Γ

(

µ+ 1 − ν

2

)

. (138)Ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà ÷åòíà ïî èíäåêñó ν, òåì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò èíòåãðàë îò íåå. Ïåðåñòàâèâ ïîðÿäîêèíòåãðèðîâàíèé, ïîëó÷èì
xµ =

∞
∫

0

xµf∗
W(x)dx =

9
√

3

8π

∞
∫

0

K5/3(x
′)dx′

x′µ+2

µ+ 2
=

9
√

3

π

2µ−2

µ+ 2
Γ

(

3µ+ 14

6

)

Γ

(

3µ+ 4

6

)

. (139)65



Ñîîòâåòñòâåííî ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà x = 55
√

3/72 = 1.3231, êîðåíü èç ñðåäíåãî êâàäðàòà √x2 = 2
√

7/3 = 1.7638,äèñïåðñèÿ Dx = x2−x2 = 1.3605, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå îò ñðåäíåé ÷àñòîòû√
Dx = 1.1664. Âñå ñðåäíèåâ íåñêîëüêî ðàç áîëüøå òî÷êè ìàêñèìóìà, êîòîðûé äîñòèãàåòñÿ î÷åíü áûñòðî.Òî÷íî òàê æå âûâîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà Ñòîêñà â ëèíèè. Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó ïåðâûå äâà ñëàãà-åìûõ â ñêîáêàõ â �îðìóëå (82) äëÿ Ql ñîâïàäàþò ñî ñòîÿùèìè â âûðàæåíèè (81) äëÿ W l, òî îöåíèòü îñòàåòñÿïîñëåäíèé èíòåãðàë. Ïðè îöåíêå èíòåãðàëà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî y =

√

1 − u′2/βe ∼ 1, à
1 − y =

βe −
√

1 − u′2

βe
=

β2
e − 1 + u′2

βe

(

βe +
√

1 − u′2
) ∼ u′2 − 1/γ2

e

2
∼ 1

2

[

(

3

2l
x′
)2/3

− 1

γ2
e

]

. (140)Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë ðàñïàäàåòñÿ íà äâà, ïðè÷åì ïåðâûé âû÷èñëÿåòñÿ (�îðìóëû 6.561.12 è 16 ñïðàâî÷íèêà[10℄):
2l

1
∫

0

J2l(2lβey)
1 − y

y
dy ∼ 2l

4lπ
√

3

∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′

[

(

3

2l
x′
)2/3

− 1

γ2
e

]

=
1

2π
√

3γ2
e



K2/3(x) −
∞
∫

x

K1/3(x
′)dx′



 . (141)Â ðåçóëüòàòå èíòåãðàëû ñîêðàùàþòñÿ è îñòàåòñÿ òîëüêî �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà:
Ql = −e

2

c

2l

γ2
e

√
3
K2/3(x) = −e

2

c

√
3γefQ(x), fQ(x) = xK2/3(x). (142)Èíòåãðàë îò �óíêöèè fQ(x) ïî âñåì x ðàâåí 2π/3

√
3, â 4/3 ðàçà ìåíüøå, ÷åì îò fW. �ðà�èê �óíêöèè fQ(x)òàêæå ïðåäñòàâëåí íà òîì æå ðèñ. 9. Òàì æå ïîìåùåíî îòíîøåíèå äâóõ �óíêöèé, ïðåäñòàâëÿþùåå ñòåïåíüëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ â ïîòîêå: p(x)=fQ(x)/fW(x). Â ÷àñòíîñòè, p(0)=0.5, p(∞)=1.3. Èçëó÷åíèå â ëèíèÿõ â ñèñòåìå ïîëÿ. Àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïèøóòñÿ àíàëîãè÷íîíàïèñàííûì âûøå. Çäåñü îãðàíè÷èìñÿ ñîáñòâåííî ñèíõðîòðîííûì èçëó÷åíèåì, êîãäà ïèò÷-óãîë (óãîë ìåæäóíàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè ýëåêòðîíà è ìàãíèòíûì ïîëåì) α íå ìàë.Äëÿ âûâîäà àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ëèíèÿõ ïðè γf ≫ 1 áóäåì èñõîäèòü èç âûðàæåíèÿäëÿ ïîëíîé ìîùíîñòè (99). Íå ïåðåõîäÿ â ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó, ïîëîæèì θf = α+ ε0/γf . Çàòåì âîñïîëüçóåìñÿàñèìïòîòèêàìè (50) è (51), à òàêæå àñèìïòîòèêàìè áåññåëåâîé �óíêöèè (Á.114) è åå ïðîèçâîäíîé (Á.117). Ïðè

βf ∼ 1, γf ≫ 1 àðãóìåíò �óíêöèé Áåññåëÿ z = l
βs

βc
, òàê ÷òî ñîãëàñíî �îðìóëå (Á.115) u =

√

1 − z2/l2 =

=
√

1 − β2
s /β

2
c =

√

β2
c − β2

s

βc
∼
√

1 + ε20 sinα

γf sin2 α
=

√

1 + ε20
γf sinα

. (143)Ýòà âåëè÷èíà ìàëà, ïîýòîìó v+ ∼ u3/3 ∼ (1 + ε20)
3/2/3γ3

f sin3 α.Ïîñêîëüêó îñíîâíîå èçëó÷åíèå èäåò â êîíè÷åñêîì ñëîå îêîëî êîíóñà ñ óãëîì ðàñòâîðà α, èíòåãðàë ïî óãëóìîæíî çàìåíèòü íà èíòåãðàë ïî ε0, ðàñïðîñòðàíèâ åãî íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
(cos θf − β‖)/ sin θf ∼ −ε0/γf , à β⊥ ∼ sinα, íàõîäèì

I∼ e2

c
ω2

f

∞
∑

l=1

l2
∞
∫

−∞

sinαdε0

γf sin6 α

1

3π2

1 + ε20
sin2 α

1

γ4
f

[

ε20K
2
1/3(y)+(1+ε20)K

2
2/3(y)

]

. (144)Àðãóìåíòîì �óíêöèé Ìàêäîíàëüäà ñëóæèò ïðîèçâåäåíèå lv+. Åãî ìû ïåðåïèøåì òàê, ÷òîáû îí ñîäåðæàëèçëó÷àåìóþ ÷àñòîòó, îïðåäåëÿåìóþ �îðìóëîé (96). Äåëî â òîì, ÷òî íàáëþäàòåëü èçìåðÿåò èíòåíñèâíîñòü íàîïðåäåëåííîé ÷àñòîòå è åìó íåò äåëà äî òîãî, êàêîìó íîìåðó ëèíèè îíà ñîîòâåòñòâóåò. Êðîìå òîãî, íà ðàçëè÷íûõíàïðàâëåíèÿõ ñêîðîñòè çàðÿäà, âîîáùå ãîâîðÿ, îäíîé è òîé æå ÷àñòîòå ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå íîìåðà ëèíèé.Ïîýòîìó çàêðåïèì èìåííî ÷àñòîòó èçëó÷åíèÿ.Â àñèìïòîòè÷åñêîé (γf ≫ 1) îáëàñòè ïðè íåìàëûõ ïèò÷-óãëàõ ÷àñòîòû íå çàâèñÿò îò íàïðàâëåíèÿ èçëó÷åíèÿ,íî çàâèñÿò îò ïèò÷-óãëà, ïîä êîòîðûì èäåò è âñå èçëó÷åíèå, òàê êàê ñîãëàñíî �îðìóëàì (96) è (50)
ω = ωl ∼ l

ωf

sin2 α
, l =

ωl

ωf
sin2 α. (145)Òîãäà àðãóìåíò �óíêöèé Ìàêäîíàëüäà

y = lv+ ∼ l
(1 + ε20)

3/2

3γ3
f sin3 α

=
x

2
(1 + ε20)

3/2, x =
ωl

ωc
, (146)66



ãäå
ωc =

3

2
γ2
f ω∗ sinα =

3

2
γ2
f

eH∗
mc

sinα =
3

2
γ2
f

eH⊥
mc

. (147)×åðåç H⊥ = H∗ sinα îáîçíà÷åíà ïðîåêöèÿ íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà ïëîñêîñòü, ïåðïåíäè-êóëÿðíóþ ñêîðîñòè ýëåêòðîíà. ×àñòî èñïîëüçóåòñÿ íå êðóãîâàÿ, à îáû÷íàÿ ÷àñòîòà, òîãäà ωl/ωc = νl/νc, ãäå
νc = ωc/2π.Êàê âèäíî èç �îðìóëû (144), äëÿ äàëüíåéøåãî âû÷èñëåíèÿ òðåáóþòñÿ äâà èíòåãðàëà (y = x(1 + ε20)

3/2/2)
A1(x) =

∞
∫

−∞

dε0ε
2
0(1+ε20)K

2
1/3(y)=

π√
3x





∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′−K2/3(x)



, (148)
A2(x)=

∞
∫

−∞

dε0(1+ε20)
2K2

2/3(y)=
π√
3x





∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′+K2/3(x)



. (149)Âîñïîëüçîâàâøèñü èìè, íàéäåì
I ∼ e2

c
ω2

f

∞
∑

l=1

l2
1

γ5
f sin7 α

2π√
3x

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′. (150)Íèæíèé ïðåäåë ïîëó÷åííîãî èíòåãðàëà ñâÿçàí ñ ïåðåìåííîé ñóììèðîâàíèÿ:

x =
2

3

l

γ3
f sin3 α

, l =
3

2
γ3
f sin3 αx. (151)Âñëåäñòâèå áîëüøîé âåëè÷èíû ìíîæèòåëÿ γ3

f sin3 α èçìåíåíèþ l íà åäèíèöó (dl = 1) îòâå÷àåò î÷åíü ìàëîåèçìåíåíèå x, ïîýòîìó ìîæíî ñóììèðîâàíèå çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèåì è ïîëîæèòü
dl = 1 =

3

2
γ3
f sin3 αdx. (152)Òîãäà âûðàæåíèå (150) áóäåò ñîäåðæàòü óæå âñòðå÷àâøóþñÿ �óíêöèþ è âû÷èñëÿåòñÿ:

I∼ e2

c

ω2
f

3π2

1

γ5
f sin7 α

2π√
3

∞
∫

0

9

4
γ6
f sin6 αx2 3

2
γ3
f sin3 α

dx

x

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′=

e2

c

ω2
f

π

3
√

3

4
γ4
f sin2 α

∞
∫

0

fW(x)dx=
2

3

e2

c
ω2

f γ
4
f sin2 α.(153)Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü èíòåãðàëîì (135). �åçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì âûðàæåíèåì (25) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî

βf ∼ 1.Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè ñïåêòðàëüíóþ ìîùíîñòü èçëó÷å-íèÿ, ò. å. ýíåðãèþ, èçëó÷àåìóþ çàðÿäîì ñ ýíåðãèåé mc2γ íà åäèíè÷íîì èíòåðâàëå ÷àñòîòû ω â åäèíèöó âðåìåíè.Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì â èíòåãðàëå (153) îò ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x ê ÷àñòîòå ω = xωc, dx = dω/ωc. Òîãäàïîäûíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ è áóäåò ðàâíà èñêîìîé âåëè÷èíå:
E(ω, γf) =

√
3

2π

e2

c
ω∗ sinαfW(x). (154)Êîíå÷íî, èç (154) ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü è âûðàæåíèå äëÿ ñëó÷àÿ äâèæåíèÿ çàðÿäà ïî îêðóæíîñòè, íî ìûïðåäïî÷ëè èñïîëüçîâàòü äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ äðóãîé, áîëåå íåïîñðåäñòâåííûé ñïîñîá âûâîäà.Ïîñêîëüêó ïî÷òè âñå èçëó÷åíèå çàðÿäà èäåò â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ çàðÿäà, òî÷íåå â óçêîì êîíóñíîì ñëîåîêîëî êîíóñà ñ óãëîì ðàñòâîðà, ðàâíûì ïèò÷-óãëó α, èçëó÷åíèå òàêîãî çàðÿäà áóäåò âèäåòü òîëüêî íàáëþäàòåëü,íàïðàâëåíèå íà êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò ñ ìàãíèòíûì ïîëåì èìåííî ýòîò óãîë.Ìû çäåñü ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé, êîãäà ïèò÷-óãîë íå ìàë. Åñëè æå ýòî íå òàê è α = α0/γf , òî ÷àñòîòàèçëó÷åíèÿ ωf

l = 2l
ω∗
β0

c

γf âåëèêà. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû u =
√

1 − β2
s /β

2
c =

√

1 − (β0
s /β

0
c )2 è v êîíå÷íû. Çàìåòèì, ÷òî÷àñòîòà îñòàåòñÿ êîíå÷íîé è ïðè α0 = 0, îäíàêî èíòåíñèâíîñòè ëèíèé îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.4. Óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèé ýëåêòðîíîâ. Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïîñêîðîñòÿì â ñèñòåìå îòñ÷åòà èñòî÷íèêà, î êîòîðîé ãîâîðèëîñü â � 1, èçîòðîïíî è çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëÿñêîðîñòè (ëèáî èìïóëüñà) èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, îò ýíåðãèè. Ïðèíÿòî òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî â ðåëÿòèâèñòñêèõ67



àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòàõ, òàêèõ êàê äæåòû àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê, ðåíòãåíîâñêèå èñòî÷íèêè è äð., ðàñïðå-äåëåíèå ïî ýíåðãèÿì íå ìàêñâåëëîâñêîå, à ñòåïåííîå, ò. å. (çäåñü p � ÷èñëî, à íå èìïóëüñ)
Ne(γ) = C(p)γ−p, γm ≤ γ ≤ γM. (155)Ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî äàæå íèæíÿÿ ãðàíèöà íå ìàëà, îáû÷íî γm ≥ 10. Êîý��èöèåíò C(p) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåìíîðìèðîâêè ðàñïðåäåëåíèÿ:

C(p)

γM
∫

γm

γ−pdγ = 1, C(p) =
1 − p

γ1−p
M − γ1−p

m

. (156)Äëÿ p = 1 íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè ïðåäåëüíûé ïåðåõîä.Íàáëþäàòåëü �àêòè÷åñêè âîñïðèíèìàåò èçëó÷åíèå òîëüêî òåõ ýëåêòðîíîâ èç àíñàìáëÿ, êîòîðûå äâèæóòñÿ âåãî ñòîðîíó â óçêîì êîíóñå, î ÷åì ãîâîðèëîñü â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïèò÷-óãîë èçëó÷àþùèõýëåêòðîíîâ ñîâïàäàåò ñ óãëîì ìåæäó íàïðàâëåíèåì íà íàáëþäàòåëÿ è ìàãíèòíûì ïîëåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âóêàçàííîì êîíóñå èäåò ïðàêòè÷åñêè âñÿ èçëó÷àåìàÿ ýíåðãèÿ è îíà ïîïàäàåò â ïðèáîð, ðàçðåøåíèå êîòîðîãî,êàê ïðàâèëî, ìåíüøå òîëùèíû êîíóñíîãî ñëîÿ. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå ýíåðãèè, èçëó÷àåìîé àíñàìáëåì ýëåêòðîíîâ,ìîæíî ïðèíÿòü âåëè÷èíó (154), óñðåäíåííóþ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ (155):
E(ω) =

√
3

2π

e2

c
ω∗ sinα C(p)IW(p), IW(p) =

γM
∫

γm

γ−pdγfW(x). (157)Âû÷èñëèì âõîäÿùèé â �îðìóëó (157) èíòåãðàë. Ñíà÷àëà ïîäñòàâèì â íåãî âûðàæåíèå (134) äëÿ �óíêöèè
fW(x) è ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ x=

ω

ωc
=

2ω

3ω⊥
γ−2, γ =

√

2ω

3ω⊥
x−1/2, ãäå îáîçíà÷åíî ω⊥ =

ω∗ sinα. Ïîëó÷èòñÿ
IW(p) =

γM
∫

γm

γ−pdγ x

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′ =

1

2

2ω/(3ω⊥γ2
m)

∫

2ω/(3ω⊥γ2
M

)

(

3ω⊥
2ω

)(p−1)/2

xp/2x−3/2dxx

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′. (158)Äëÿ ïðîñòîòû çàìåíèì íèæíèé ïðåäåë âíåøíåãî èíòåãðàëà íà 0, à âåðõíèé íà ∞. Ïîñêîëüêó ïîëó÷àþùèéñÿèíòåãðàë ñõîäèòñÿ, äîáàâëåíèå ê íåìó èíòåãðàëîâ ïî íåáîëüøèì êóñî÷êàì [0, 2ω/(3ω⊥γ2

M)] è [2ω/(3ω⊥γ2
m),∞)íå äîëæíî ñóùåñòâåííî îòðàçèòüñÿ íà åãî âåëè÷èíå.Ïåðåñòàâèì â (158) ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëèì âíóòðåííèé ñòåïåííîé èíòåãðàë:

IW(p) =
1

2

(

3ω⊥
2ω

)(p−1)/2 ∞
∫

0

xp/2x−3/2dxx

∞
∫

x

K5/3(x
′)dx′ =

=
1

2

(

3ω⊥
2ω

)(p−1)/2
∞
∫

0

K5/3(x
′)dx′

x′
∫

0

x(p−1)/2dx =
1

p+ 1

(

3ω⊥
2ω

)(p−1)/2
∞
∫

0

x(p+1)/2K5/3(x)dx. (159)Âîñïîëüçîâàâøèñü èíòåãðàëîì (138), èç ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ â (159) ïîëó÷èì îöåíèâàåìûé èíòåãðàë ïðè
p > 1/3

IW(p) =
1

p+ 1

(

3ω⊥
ω

)(p−1)/2

Γ

(

3p+ 19

12

)

Γ

(

3p− 1

12

) (160)è îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ èçëó÷àåìîé ýíåðãèè
E(ω)=

√
3

2π

e2

c
ω⊥

C(p)

p+ 1

(

3ω⊥
ω

)(p−1)/2

Γ

(

3p+ 19

12

)

Γ

(

3p− 1

12

)

. (161)5. Óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì ïîëÿ. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíåðãèþ, èçëó÷àåìóþ àí-ñàìáëåì ýëåêòðîíîâ â íàïðàâëåíèè íà íàáëþäàòåëÿ, ñîñòàâëÿþùåì óãîë α ñ íàïðàâëåíèåì íàïðÿæåííîñòè ìàã-íèòíîãî ïîëÿ, êîòîðîå ñ÷èòàåòñÿ �èêñèðîâàííûì. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî, ïðèáîðû íå ðàçðåøàþò îòäåëüíûõ÷àñòåé èçëó÷àþùèõ îáëàñòåé êàê â êàðòèííîé ïëîñêîñòè, òàê è ïî ëó÷ó çðåíèÿ. Â ïðèáîð ïîïàäàåò èçëó÷å-íèå ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ òàêèõ îáëàñòåé. Íàïðàâëåíèå ïîëÿ â èõ ïðåäåëàõ ìîæåò ìåíÿòüñÿ ïðîèçâîëüíûì è68



íå èçâåñòíûì íàì îáðàçîì. Ïîýòîìó ÷àñòî ïðèíèìàþò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ïîëå õàîòè÷íî, ò. å. åãî íàïðàâëå-íèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû ïî åäèíè÷íîé ñ�åðå. Òîãäà ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ èçëó÷àåìîé ýíåðãèè íàäîóñðåäíèòü ïî óãëàì α. Ïðè ýòîì âîçíèêàåò ñõîäÿùèéñÿ ïðè p > −5 èíòåãðàë
1

2

π
∫

0

sin(p+3)/2 α dα=

1
∫

0

y(p+3)/2(1−y2)−1/2dy=

√
π

2

Γ

(

p+5

4

)

Γ

(

p+7

4

) . (162)Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óñðåäíÿåìàÿ �îðìóëà íåñïðàâåäëèâà ïðè ìàëûõ ïèò÷-óãëàõ, ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ âåðåí,òàê êàê âêëàä îáëàñòè òàêèõ óãëîâ íåçíà÷èòåëåí.Ïîñëå óñðåäíåíèÿ (161) ïî íàïðàâëåíèÿì ïîëÿ ñ ó÷åòîì èíòåãðàëà (162) íàõîäèì
E(ω) = A(p)

e2

c

ω∗
2π

(ω∗
ω

)(p−1)/2

, (163)ãäå çàâèñÿùàÿ îò ïîêàçàòåëÿ p ïîñòîÿííàÿ
A(p) =

√
π

2
3p/2 C(p)

p+ 1
Γ

(

3p+ 19

12

)

Γ

(

3p− 1

12

) Γ

(

p+ 5

4

)

Γ

(

p+ 7

4

) . (164)Êîý��èöèåíò A(p) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè p → 1/3, íî ïðè p ≥ 1 åãî ÷àñòü, íå çàâèñÿùàÿ îò ãðàíèöðàñïðåäåëåíèÿ (155), ò. å. îò íîðìèðîâî÷íîãî êîý��èöèåíòà C(p), êàê âèäíî èç ðèñ. 10, èçìåíÿåòñÿ íå ñèëüíî(ñìûñë äðóãèõ êðèâûõ ðàçúÿñíÿåòñÿ íèæå).
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AQ(p)/C(p)

A(p)/C(p) B(p)/C(p)

AQ(p)/A(p)

p�èñ. 10. Çíà÷åíèÿ îòíîøåíèé A(p)

C(p)
, B(p)

C(p)
, AQ(p)

C(p)
è AQ(p)

A(p)
.Èìåííî âûðàæåíèå (163) îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïðè èíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèé. Ïî íàêëîíó íàáëþäàåìîãîñïåêòðà ñðàçó îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ ïî ýíåðãèÿì.7. Ïîëÿðèçàöèÿ â ñèñòåìàõ ïîëÿ. Â îòíîøåíèè ïàðàìåòðà ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè ìîæíî ïðîäåëàòü òå æåïðåîáðàçîâàíèÿ, ÷òî è ñ ïàðàìåòðîì èíòåíñèâíîñòè. Íàïðèìåð, ñîâåðøåííî àíàëîãè÷åí âûâîä �îðìóë äëÿ íèõâ ñèñòåìå ïîëÿ. Ñðàâíåíèå �îðìóë äëÿ èíòåíñèâíîñòè (133) è (154) ïîçâîëÿåò, èñõîäÿ èç ðàâåíñòâà (142), áåçäîïîëíèòåëüíûõ âûêëàäîê íàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ïàðàìåòðà â ñèñòåìå ïîëÿ:

Q(ω, γf) = −
√

3

2π

e2

c
ω∗ sinαfQ(x). (165)Óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýëåêòðîíîâ äàåò

Q(ω) = −
√

3

2π

e2

c
ω⊥

C(p)

4

(

3ω⊥
ω

)(p−1)/2

Γ

(

3p+ 7

12

)

Γ

(

3p− 1

12

)

. (166)Óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì ïîëÿ ïðèâîäèò òî÷íî ê òàêîìó æå èíòåãðàëó, ÷òî è äëÿ èíòåíñèâíîñòè. Â ðåçóëüòàòåíàõîäèì
Q(ω) = −AQ(p)

√
3

2π

e2

c
ω∗
(ω∗
ω

)(p−1)/2

, (167)ãäå ÷èñëåííûé êîý��èöèåíò 69



AQ(p) =

√
π

2
3p/2 C(p)

4
Γ

(

3p+ 7

12

)

Γ

(

3p− 1

12

) Γ

(

p+ 5

4

)

Γ

(

p+ 7

4

) . (168)Òàêèì îáðàçîì, ÷àñòîòíàÿ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè òî÷íî òà æå, ÷òî è ó ïàðàìåòðàèíòåíñèâíîñòè. Èõ îòíîøåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ñòåïåíü ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè, çàâèñèò òîëüêî îò èíäåêñà p:
AQ(p)

A(p)
=
p+ 1

4

Γ

(

3p+ 7

12

)

Γ

(

3p+ 19

12

) =
p+ 1

p+ 7/3
. (169)�ðà�èêè êîý��èöèåíòà AQ(p)/C(p) è ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè òàêæå ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå. Èíòåðåñíî îòìå-òèòü, ÷òî ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè, âûðàæàåìàÿ òàêîé ïðîñòîé �îðìóëîé, èìååò ñìûñë è ïðè òåõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà

p, ïðè êîòîðûõ ñàìè ïàðàìåòðû Ñòîêñà íåîïðåäåëåíû, òàê êàê ñèíãóëÿðíûå ìíîæèòåëè ó íèõ îäèíàêîâû è ñî-êðàùàþòñÿ. Ñòåïåíü ïîëÿðèçàöèè ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 3/7 ïðè p = 0 äî 1 ïðè p→ ∞.Çàìåòèì, ÷òî Ql � ïðîèíòåãðèðîâàííûé ïî íàïðàâëåíèÿì ïàðàìåòð ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè â ëèíèè Ql(�îðìóëà (142)), ñâîåãî ðîäà �èíòåãðàëüíàÿ� ïîëÿðèçàöèÿ, â ïîëíîì (ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì) èçëó÷åíèè. Òàê æåñëåäóåò âîñïðèíèìàòü è ïàðàìåòð, óñðåäíåííûé ïî ðàñïðåäåëåíèþ ýíåðãèé ýëåêòðîíîâ (166) è ïî íàïðàâëåíèÿìïîëÿ (167). Îäíàêî ïðè òàêèõ óñðåäíåíèÿõ äëÿ ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ, ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âñå èçëó÷åíèå èäåò âíàïðàâëåíèè íà íàáëþäàòåëÿ, ïîýòîìó è �èíòåãðàëüíàÿ� ïîëÿðèçàöèÿ õàðàêòåðèçóåò ýòî, ïîëíîå èçëó÷åíèå.Ìàãíèòî-òîðìîçíîé ìåõàíèçì è, â ÷àñòíîñòè, ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå èãðàþò î÷åíü áîëüøóþ ðîëü â àñò-ðî�èçèêå, íà ÷òî áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå È.Ñ.Øêëîâñêèì [57℄. Èçó÷åíèþ ýòîãî ìåõàíèçìà áûëî ïîñâÿùåíîîãðîìíîå ÷èñëî ñòàòåé è ðÿä êíèã. Èçëîæåíèå â ýòèõ ëåêöèÿõ ñëåäóåò, â îñíîâíîì, êíèãàì [29℄ è [8℄, à òàêæåîáçîðó [70℄.Â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå ýëåêòðîíû äâèæóòñÿ �àêòè÷åñêè ïî÷òè âäîëü ñèëîâûõ ëèíèé ïîëÿ ñ íåáîëüøèìèîòêëîíåíèÿìè. Ïðè ýòîì òàêæå âîçíèêàåò èçëó÷åíèå, êîòîðîå ïî-àíãëèéñêè íàçûâàåòñÿ 
urvature radiation, à âðóññêîÿçû÷íîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå � èçãèáíûì èëè ìàãíèòîäðåé�îâûì.Åñëè æå ïîëå íàñòîëüêî ñèëüíî, ÷òî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü êâàíòîâûå ý��åêòû, òî ýëåêòðîí íåëüçÿ ñ÷è-òàòü ñâîáîäíûì, åãî ýíåðãèÿ êâàíòóåòñÿ (óðîâíè Ëàíäàó), à èçëó÷åíèå ñîäåðæèò ðåçîíàíñû íà îïðåäåëåííûõ÷àñòîòàõ.
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�ëàâà V. ×åðåíêîâñêîå è ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå� 1. Äâèæåíèå çàðÿäà â äèýëåêòðèêå è åãî íàáëþäåíèå1. Çàðÿä â äèýëåêòðèêå. Èçëó÷åíèå ×åðåíêîâà, òî åñòü ñâå÷åíèå çàðÿäà, äâèæóùåãîñÿ â äèýëåêòðèêå, áûëîîòêðûòî àñïèðàíòîì Ñ.È.Âàâèëîâà Ï.À.×åðåíêîâûì â 1934 ã. Ïî÷òè ñðàçó æå È.Å.Òàììîì è È.Ì.Ôðàíêîìáûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ ýòîãî ñâå÷åíèÿ. Â 1958 ã. èì òðîèì áûëà ïðèñóæäåíà Íîáåëåâñêàÿ ïðåìèÿ ïî �èçèêå,òàê êàê ý��åêò ïîëó÷èë øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ñ÷åò÷èêàõ �îòîíîâ.Êàê èçâåñòíî, ðàâíîìåðíî äâèæóùèéñÿ çàðÿä íå èçëó÷àåò. Îäíàêî, åñëè ñêîðîñòü çàðÿäà â äèýëåêòðèêåïðåâûøàåò ñêîðîñòü ñâåòà â ýòîì äèýëåêòðèêå, òî âîçíèêàåò íåêîòîðîå èçëó÷åíèå � ýëåêòðîìàãíèòíàÿ âîëíà,àíàëîãè÷íàÿ êèëåâîé âîëíå êîðàáëÿ, èäóùåãî áûñòðåå ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â âîäå, èëè óäàðíîé âîëíåâ âîçäóõå îò ñàìîëåòà, ëåòÿùåãî áûñòðåå ñêîðîñòè çâóêà. Çäåñü äàåòñÿ êðàòêîå îïèñàíèå ìåõàíèçìà ñâå÷åíèÿ×åðåíêîâà.Ïóñòü â äèýëåêòðèêå ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n =
√
ε > 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äèýëåêòðèê îäíîðîäåí, òîåñòü ε = n2 = const. Òîãäà ñêîðîñòü ñâåòà â òàêîé ñðåäå c1 = c/n < c. Ïóñòü ýëåêòðîí (çàðÿä −e) äâèæåòñÿ ñïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v, òàêîé, ÷òî c1 < v < c. Òîãäà ïëîòíîñòè åãî çàðÿäà è òîêà áóäóò

ρ(~r, t) = −e δ(~r − ~v t), ~(~r, t) = ρ(~r, t)~v. (1)Ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ñêîðîñòü ýëåêòðîíà íàïðàâëåíà âäîëü îñè z, òî åñòü ~v = v (0, 0, 1). Ïîòåðÿìèýíåðãèè íà èçëó÷åíèå ïðåíåáðåãàåì, òî åñòü ñ÷èòàåì, ÷òî êòî-òî òÿíåò ýëåêòðîí �çà âåðåâî÷êó�. Íàéäåì èçëó÷åíèåòàêîãî çàðÿäà. Íà÷íåì ñ ïîòåíöèàëîâ.2. Ïîòåíöèàëû. Ïîòåíöèàëû îïðåäåëÿþòñÿ îáû÷íûìè íåîäíîðîäíûìè âîëíîâûìè óðàâíåíèÿìè
(

1

c21

∂2

∂t2
− ∆

)

ϕ =
4π

ε
ρ,

(

1

c21

∂2

∂t2
− ∆

)

~A =
4π

c
~. (2)Ïîñêîëüêó ~v è n ïîñòîÿííû, òî äîñòàòî÷íî íàéòè ñêàëÿðíûé ïîòåíöèàë, èáî ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ëåãêî ïðîâå-ðèòü, ÷òî

~A =
n2

c
ϕ~v. (3)Ââèäó îñåâîé ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî íàéòè ïîòåíöèàëû â ïëîñêîñòè xz. Âîçüìåì òî÷êó íàáëþäåíèÿ ~r = (x, 0, z),ïðè÷åì ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì x > 0 è z > 0. Çàïàçäûâàþùèé ïîòåíöèàë äàåòñÿ �îðìóëîé

ϕ(~r, t) =
1

ε

∫

ρ(~r1, t1)
d3r1

|~r − ~r1|
. (4)Ïðè ýòîì, êàê îáû÷íî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

|~r − ~r1| = c1 (t− t1), (5)âûðàæàþùåå òîò �àêò, ÷òî âëèÿíèå çàðÿäà íà òî÷êó íàáëþäåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ c1,ñëåäîâàòåëüíî â ìîìåíò âðåìåíè t íà òî÷êó ~r îêàæåò âëèÿíèå ñîñòîÿíèå ïëîòíîñòè çàðÿäà â òî÷êå ~r1 â ìîìåíòâðåìåíè t1.Äëÿ òî÷å÷íîãî çàðÿäà îáùàÿ �îðìóëà (4) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
ϕ(~r, t) = − e

n2

∫

δ(~r1 − ~v t1)
d3r1

|~r − ~r1|
, (6)à ñîîòíîøåíèå (5) ïåðåéäåò â

|~r − ~v t1| = c1 (t− t1). (7)Ïîòåíöèàëû èçëó÷åíèÿ ×åðåíêîâà íàõîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî ïîòåíöèàëàì Ëèåíàðà�Âèõåðòà. Ìû ïîëó÷èì âû-ðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ íå�îðìàëüíûì ñïîñîáîì, îòêàçàâøèñü îò òî÷å÷íîñòè çàðÿäà. Ïóñòü åãî ïðîòÿæåí-íîñòü ðàâíà a. Âêëàä â èíòåãðàë (4) äàþò òî÷êè ~r1, â êîòîðûõ â ìîìåíò t1 íàõîäèòñÿ íàø çàðÿä. Ïðè çàêðåïëåí-íûõ t1 óðàâíåíèå (5) îïèñûâàåò ñ�åðû ðàäèóñà c1 (t− t1) � ñ�åðû âëèÿíèÿ. ×åì äàëüøå t1 < t îò t, òåì áîëüøåðàäèóñ ñ�åðû, ñ âîçðàñòàíèåì t1 ðàäèóñ óìåíüøàåòñÿ è ïðè t1 = t ñ�åðà ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó, òî åñòü ñõåìà71



ðàññóæäåíèé òà æå, ÷òî è ïðè âûâîäå �îðìóë äëÿ îáû÷íûõ ïîòåíöèàëîâ òî÷å÷íîãî çàðÿäà. Îäíàêî, èìåþòñÿñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ïîäðîáíî êèíåìàòèêó ïðîöåññà.3. Ìîìåíòû âëèÿíèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
~X = ~r − ~v t, ~X1 = ~r − ~v t1 = ~X + ~v (t− t1). (8)Òîãäà (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê

| ~X1| = | ~X + ~v (t− t1)| = c1 (t− t1). (9)Âîçâåäÿ (9) â êâàäðàò è ðàçðåøèâ ðåçóëüòàò îòíîñèòåëüíî t− t1, ïîëó÷èì
t− t±1 =

−( ~X ~v) ± Y

v2 − c21
, (10)ãäå

Y 2 = ( ~X ~v)2 − (v2 − c21)X
2. (11)Ïðè v < c1 âåëè÷èíà Y âñåãäà âåùåñòâåííà, òàê êàê (11) åñòü ñóììà äâóõ íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Â ýòîìñëó÷àå ìîìåíò âëèÿíèÿ òîëüêî îäèí t+1 , à èçëó÷åíèÿ ó ðàâíîìåðíî äâèæóùåãîñÿ çàðÿäà, êàê óæå ãîâîðèëîñü,íåò.Äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñëó÷àé v > c1, òîãäà Y âåùåñòâåííî íå ïðè âñåõ t. Íàéäåì, ïðè êàêèõ t ýòàâåëè÷èíà âåùåñòâåííà. ßñíî, ÷òî äîëæíî áûòü ~X ~v < 0, òàê êàê èíà÷å çà ñ÷åò âíåêîðåííîãî ñëàãàåìîãî áóäåò

t− t1 < 0, à òðåáóåòñÿ, ÷òîáû áûëî t− t1 > 0, èáî ïðè÷èíà äîëæíà ïðåäøåñòâîâàòü ñëåäñòâèþ.4. Êîíóñ ×åðåíêîâà. Ïîëîæèì ~X ~v = X v cosα. Òîãäà óñëîâèå âåùåñòâåííîñòè Y çàïèøåòñÿ òàê:
Y 2 = X2 v2 cos2 α− (v2 − c21)X

2 = X2 v2 (c21/v
2 − sin2 α) ≥ 0. (12)Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè sin2 α ≤ c21/v

2 èëè
sinα ≤ c1/v = sinα0. (13)Òàê êàê óãîë α òóïîé, òî îí äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
π ≥ α ≥ π − α0. (14)�ðàíè÷íîå çíà÷åíèå óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ~X è ~v îïðåäåëÿåòñÿ îñòðûì óãëîì α0, ïðè÷åì

tgα0 = c1/
√

v2 − c21, α0 = arcsin
c1
v
. (15)Êîíóñ (14) íàçûâàåòñÿ êîíóñîì ×åðåíêîâà. Âñå èçëó÷åíèå çàðÿäà íàõîäèòñÿ âíóòðè ýòîãî êîíóñà.Ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òî

~X = (x, 0, z − v t), (16)íàéäåì
cosα =

z − v t
√

x2 + (z − v t)2
, sinα =

x
√

x2 + (z − v t)2
. (17)Òàê êàê êîñèíóñ îòðèöàòåëåí, òî v t > z � çàðÿä óøåë äàëüøå òî÷êè íàáëþäåíèÿ. Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿñèíóñà èç (17) â íåðàâåíñòâî (13), ïîëó÷èì

c1 (v t− z) ≥
√

v2 − c21 x (18)è êàê ñëåäñòâèå îöåíêó ñíèçó âðåìåíè íàáëþäåíèÿ èçëó÷åíèÿ:
t ≥ t∗ =

z

v
+

√

v2 − c21
v c1

x. (19)Êàê ñëåäóåò èç (10), èìååòñÿ äâà ìîìåíòà âëèÿíèÿ çàðÿäà íà òî÷êó íàáëþäåíèÿ. Îíè îáîçíà÷åíû t±1 , ïðè÷åìçíàêè áåðóòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêàìè ïåðåä êîðíåì â (10), òàê ÷òî t− t+1 > t− t−1 , t
+
1 < t−1 .Äëÿ íàõîæäåíèÿ âûðàæåíèé äëÿ ïîòåíöèàëîâ íóæíî çíàòü ïðîåêöèè ñêîðîñòè çàðÿäà íà íàïðàâëåíèå íàíàáëþäàòåëÿ, òî åñòü íàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ â ìîìåíòû âëèÿíèÿ.72



5. Ïðîåêöèè ñêîðîñòè íà íàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ. Îáîçíà÷èì âåëè÷èíó ýòîé ïðîåêöèè ÷åðåç
v±x = ~v

~X±
1

X±
1

, ~X±
1 = ~X − ~v

~X~v ∓ Y

v2 − c21
, (20)à òàêæå ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûå âåëè÷èíû (y � íå êîîðäèíàòà)

y =
v t− z

x
, q =

v

c1
, f =

√

y2 − (q2 − 1). (21)Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ èñïîëüçîâàííûå íàìè ðàíåå âåëè÷èíû âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
~v ~X = −x y v, Y = c1 x f, t− t±1 =

x

c1

q y ± f

q2 − 1
, (22)

~v ~X±
1 =

x v

q2 − 1
(y ± q f). (23)Êðîìå òîãî, èç (16) è (9) ïîëó÷àåì

X2 = x2 (1 + y2),
1

X±
1

=
1

c1 (t− t±1 )
=

q y ∓ f

x (y2 + 1)
. (24)Èç (18) âûòåêàåò, ÷òî y ≥

√

q2 − 1. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ, íàõîäèì
v±x =

x v

q2 − 1
(y ± q f)

q y ∓ f

x (y2 + 1)
= v

q ± y f

y2 + 1
. (25)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêà ïðîåêöèé ñêîðîñòè v±x äîñòàòî÷íî âûðàæåíèÿ (23), îäíàêî ïðîùå èñõîäèòü èç âûðàæåíèÿ(25). Ïðîåêöèÿ v+

x ïðè âñåõ t áîëüøå c1. Ïðîåêöèÿ æå âî âòîðîé ìîìåíò ïåðåñå÷åíèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè
y = q, ïðè y < q îíà ïîëîæèòåëüíà, ïðè y > q � îòðèöàòåëüíà. Âåëè÷èíà y ïðè �èêñèðîâàííûõ z è x íàïðÿìóþñâÿçàíà ñî âðåìåíåì íàáëþäåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, êàðòèíà ïðîõîæäåíèÿ çàðÿäà ÷åðåç ñ�åðó âëèÿíèÿ òàêîâà. Äî t < t∗, ñîîòâåòñòâóþùåãî
y = y∗ =

√

q2 − 1, èçëó÷åíèÿ íåò. Êîãäà t äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ t∗, çàðÿä â åäèíûé ìîìåíò t+1 = t−1 ëèøü êàñàåòñÿñ�åðû âëèÿíèÿ. Â ýòîò ìîìåíò v±x = c1. Åñëè ìîìåíò íàáëþäåíèÿ t > t∗ ïðîåêöèÿ v+
x > c1, òî åñòü â ìîìåíòïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ çàðÿä âñåãäà äîãîíÿåò ñ�åðó âëèÿíèÿ. Ïîñëå ýòîãî çàðÿä íåêîòîðîå âðåìÿ íàõîäèòñÿ âíóòðèñ�åðû. Â ìîìåíò âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïðè √q2 − 1 < y < q, òî åñòü ïðè t∗ < t < t0 = z/v + x/c1 ïðîåêöèÿñêîðîñòè çàêëþ÷åíà â ïðåäåëàõ c1 > v−x > 0, òàê ÷òî ñ�åðà äîãîíÿåò çàðÿä. Ïðè t > t0 ïðîåêöèÿ v−x < 0. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî çàðÿä è ñ�åðà äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. Ìîìåíòó t = tcc = (z + x ycc)/v, ãäå

ycc =
q2 + 1
√

q2 − 1
, tcc =

z

v
+
x

v

v2 + c21
√

v2 − c21
> t0 > t∗, (26)îòâå÷àåò äîñòèæåíèå ïðîåêöèåé v−x âåëè÷èíû −c1. Íàêîíåö, èç (25) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t→ +∞, òîãäà è y → +∞,ïðîåêöèè v±x ñòðåìÿòñÿ ñîòâåòñòâåííî ê ±v.6. Ïðèìåðû. Äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðèâåäåì êîíêðåòíûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå îïèñàííóþ ñõåìó.Ïðèìåð 1.Ïðèìåì, ÷òî ñêîðîñòü ñâåòà â âåùåñòâå c1 =1, à ñêîðîñòü çàðÿäà v=

5

4
>c1, òàê ÷òî v2−c21=

9

16
,

√

v2−c21 =
3

4
. Ïóñòü íàáëþäàòåëü íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè ~r =

(

3

5

√
14,

469

40

) è íàáëþäàåò â ìîìåíò
t = 11, à çàðÿä äâèæåòñÿ ïî îñè àïïëèêàò òàê, ÷òî åãî ðàäèóñ-âåêòîð â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè âëèÿíèÿ ~r1 =

~vt1 =
5

4
(0, 1)t1. Ñîñòàâèì äâà âåêòîðà

~X = ~r − ~vt =

(

3

5

√
14,−81

40

)

, ~X1 = ~r − ~vt1 = ~X + ~v(t− t1) =

(

3

5

√
14,−81

40

)

+
5

4
(0, 1)(t− t1). (27)Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ âëèÿíèÿ íàäî ðåøèòü óðàâíåíèå

|~r − ~r1| = c1(t− t1) èëè | ~X1| = | ~X + ~v(t− t1)| = c1(t− t1), (28)73



Ñ ïðèíÿòûìè íàìè çíà÷åíèÿìè óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä
∣

∣

∣

∣

(

3

5

√
14,−81

40

)

+
5

4
(0, 1)(t− t1)

∣

∣

∣

∣

= t− t1. (29)Âîçâåäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷èì óðàâíåíèå
9

16
(t− t1)

2 − 81

16
(t− t1) + 14

9

25
+

6561

1600
= 0 èëè (t− t1)

2 − 9(t− t1) +
65

4
= 0, (30)ðåøåíèÿ êîòîðîãî

t− t1 =
9

2
±
√

81

4
− 65

4
=

9

2
± 2, (31)òî åñòü t− t+1 =

13

2
è t− t−1 =

5

2
, à t+1 =

9

2
è t−1 =

17

2
. Ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû

~X+
1 =

(

3

5

√
14,−81

40
+

5

4

13

2

)

=

(

3

5

√
14,

61

10

)

,
~X+

1

| ~X+
1 |

=
~X+

1

c1(t− t+1 )
=

(

6

65

√
14,

61

65

)

, (32)
~X−

1 =

(

3

5

√
14,−81

40
+

5

4

5

2

)

=

(

3

5

√
14,

11

25

)

,
~X−

1

| ~X−
1 |

=
~X−

1

c1(t− t−1 )
=

(

6

25

√
14,

11

25

)

. (33)Ïðîåêöèè ñêîðîñòè çàðÿäà íà ýòè âåêòîðû
~v+
x =

61

65

5

4
=

65

52
= 1.173 > c1 = 1, ~v−x =

11

25

5

4
=

11

20
= 0.55 < c1 = 1. (34)Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâûé ìîìåíò âëèÿíèÿ çàðÿä äîãîíÿåò ñ�åðó âëèÿíèÿ, çàòåì îí îñòàåòñÿ âíóòðè ñæèìàþ-ùåéñÿ ñ�åðû, ïîêà ñ�åðà íå äîãîíèò çàðÿä, òàê êàê åå ñêîðîñòü ïî íàïðàâëåíèþ ê íàáëþäàòåëþ ñòàíîâèòñÿáîëüøå. à á

. .

.

.

.

.

.
.
.

.

.

.

.

.

�èñ. 1. Ïåðåñå÷åíèå çàðÿäîì ñ�åð âëèÿíèÿ.Ýòà ñèòóàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1,à, ãäå ïóòü çàðÿäà ïî îñè àïïëèêàò ïðåäñòàâëåí ïóíêòèðíîé ëèíèåé,êîíöåíòðè÷åñêèå ñ�åðû âîêðóã ïîëîæåíèÿ íàáëþäàòåëÿ � ýòî ñ�åðû âëèÿíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíûå ïîëîæåíèÿçàðÿäà (òî÷êè) è ñ�åð ðàçäåëÿþòñÿ ðàâíûìè ïðîìåæóòêàìè âðåìåíè. Ïîêàçàíû äâà ìîìåíòà âëèÿíèÿ ñ âåêòî-ðàìè ~X±
1 , íàðèñîâàííûìè æèðíûì ïóíêòèðîì. Ïðè âòîðîì ïåðåñå÷åíèè çàðÿäîì ñ�åðû âëèÿíèÿ îí âûõîäèò èçíåå, òàê êàê ïðîåêöèÿ åãî ñêîðîñòè íà ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà.Ïðèìåð 2.Ïîìåñòèì íàáëþäàòåëÿ â òî÷êó ñ èçìåíåííûì çíà÷åíèåì àáñöèññû: ~r =

(

9

20

√
11,−469

40

). Îñòàëüíûå ïàðà-ìåòðû îñòàâèì íåèçìåííûìè. Ïîâòîðèì âñå ïðîäåëàííûå âûøå âû÷èñëåíèÿ.74



Âåêòîðû (27) îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè àáñöèññû:
~X = ~r − ~vt =

(

9

20

√
11,−81

40

)

, ~X1 = ~r − ~vt1 = ~X + ~v(t− t1) =

(

9

20

√
11,−81

40

)

+
5

4
(0, 1)(t− t1). (35)Ñîîòâåòñòâåííî è óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ âëèÿíèÿ îòëè÷àåòñÿ îò (29) ëèøü îäíèì ñëàãàåìûì:

9

16
(t− t1)

2 − 81

16
(t− t1) + 11

81

400
+

6561

1600
= 0 èëè (t− t1)

2 − 9(t− t1) +
45

4
= 0. (36)�åøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå:

t− t1 =
9

2
± 3, t− t+1 =

15

2
, t− t−1 =

3

2
, (37)à ñàìè ìîìåíòû t+1 =

7

2
è t−1 =

19

2
.Âåêòîðû íàïðàâëåíèÿ íà íàáëþäàòåëÿ â ìîìåíò âëèÿíèÿ

~X+
1 =

(

9

20

√
11,−81

40
+

5

4

15

2

)

=

(

9

20

√
11,

147

20

)

,
~X+

1

| ~X+
1 |

=
~X+

1

c1(t− t+1 )
=

(

9

150

√
11,

147

150

)

, (38)
~X−

1 =

(

9

20

√
11,−81

40
+

5

4

3

2

)

=

(

9

20

√
11,− 3

20

)

,
~X−

1

| ~X−
1 |

=
~X−

1

c1(t− t−1 )
=

(

3

10

√
11,− 1

10

)

. (39)Ïðîåêöèè ñêîðîñòè çàðÿäà íà ýòè âåêòîðû
~v+
x =

147

20

5

4
=

147

120
= 1.225 > c1 = 1, ~v−x = − 1

10

5

4
= −1

8
= −0.125. (40)Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ çàðÿäîì ñ�åðû îí íàõîäèëñÿ âíóòðè íåå, íî ïðè âòîðîé âñòðå÷å çàðÿäè ñ�åðà äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. È ýòî ïîëîæåíèå îòðàæåíî íà ðèñóíêå 1,á.� 2. Ïîòåíöèàëû çàðÿäà â äèýëåêòðèêå1. Íàõîæäåíèå ïîòåíöèàëîâ. Ïîñêîëüêó ñêîðîñòü çàðÿäà áîëüøå ñêîðîñòè óìåíüøåíèÿ ðàäèóñà ñ�åðû âëè-ÿíèÿ, çàðÿä íàãîíÿåò åå. Ñíà÷àëà îí ïåðåñåêàåò ñ�åðó èçâíå, à çàòåì èçíóòðè. Ïåðåñå÷åíèå èçíóòðè ìîæåòïðîèñõîäèòü, êàê ìû âèäåëè äâóìÿ ñïîñîáàìè.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âíà÷àëå çàðÿä äâèæåòñÿ ïðÿìî íà íàáëþäàòåëÿ ñî ñêîðîñòüþ v0 = vx > 0. Âñëåäñòâèåäâèæåíèÿ çàðÿäà ñ�åðà âëèÿíèÿ áóäåò ÷óâñòâîâàòü åãî íà ïðîòÿæåíèè ðàññòîÿíèÿ, íå ðàâíîãî a. Îáîçíà÷èì ýòîðàññòîÿíèå b. Çà îäíî è òî æå âðåìÿ ñ�åðà ïðîéäåò ðàññòîÿíèå b, à äîãîíÿþùèé åå çàðÿä � ðàññòîÿíèå a + b,òàê ÷òî

a+ b

v0
=

b

c1
,
b

a
=

1

v0/c1 − 1
. (41)Êîãäà çàðÿä è ñ�åðà âëèÿíèÿ äâèæóòñÿ íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó, ñêîðîñòü çàðÿäà v0 = −v+

x > 0 � ýòî ïðîåêöèÿâåêòîðà åãî ñêîðîñòè íà íàïðàâëåíèå íå íà, à îò íàáëþäàòåëÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
a− b

v0
=

b

c1
,
b

a
=

1

v0/c1 + 1
. (42)Òàêîå æå ñîîòíîøåíèå ïîëó÷àåòñÿ è â òîì ñëó÷àå, åñëè ñ�åðà äîãîíÿåò çàðÿä, òàê ÷òî âàðèàíòû ïðîõîæäåíèÿçàðÿäà ÷åðåç ñ�åðó ïðè âòîðîì ïåðåñå÷åíèè íå âëèÿþò íà îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò.Çàìå÷àÿ, ÷òî ïîëó÷åííûå îòíîøåíèÿ íå çàâèñÿò îò ðàçìåðà çàðÿäà, òî åñòü ñïðàâåäëèâû è äëÿ òî÷å÷íîãîçàðÿäà, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü èíòåãðàë, âõîäÿùèé â (6), âûíåñÿ çà çíàê èíòåãðàëà ìíîæèòåëè ïðè δ-�óíêöèÿõè âîñïîëüçîâàâøèñü (41) è (42):

ϕ =
e

n2

[

1

X+
1

1

v+
x /c1 − 1

+
1

X−
1

1

−v−x /c1 + 1

]

. (43)Ïîäñòàâèâ ñþäà âûðàæåíèÿ äëÿ X±
1 è v±x èç (24) è (25), à òàêæå ïðèíÿâ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèÿ (21), ïîëó÷èìîêîí÷àòåëüíî

ϕ =
2 e c1
n2

1

Y
, ~A =

~v

c
n2 ϕ. (44)2. Ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëîâ. Ïîñêîëüêó â âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé âõîäÿò ïðîèçâîäíûå îò ïî-òåíöèàëîâ, íàéäåì ñíà÷àëà ýòè ïðîèçâîäíûå. 75



Ñîãëàñíî (44) ïîòåíöèàëû çàâèñÿò îò âðåìåíè è êîîðäèíàò òîëüêî ÷åðåç âåëè÷èíó Y , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ�îðìóëàìè (11) è (8). Ïîýòîìó íàéäåì ïðîèçâîäíûå îò ýòîé âåëè÷èíû. Ïðîùå íà÷àòü ñ åå êâàäðàòà, êîòîðûéìîæíî çàïèñàòü â âèäå
Y 2 = c21(z − vt)2 − (v2 − c21)x

2. (45)Òîãäà
~∇Y 2 = 2( ~X~v)~v − 2(v2 − c21) ~X = 2~v × (~v × ~X) + 2c21 ~X = 2(−(v2 − c21)x, 0, c

2
1(z − vt)), (46)

∂Y 2

∂t
= −2( ~X~v)v2 + 2(v2 − c21)

~X~v = −2c21
~X~v = −~v(~∇Y 2) = −2c21(z − vt)v. (47)Ñëåäîâàòåëüíî,

~∇ϕ = −ϕ~v × (~v × ~X) + c21
~X

Y 2
,
∂ϕ

∂t
= −~v ~∇ϕ. (48)Èç ñâÿçè âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî ïîòåíöèàëîâ (3) ïîëó÷àåòñÿ

∂ ~A

∂t
=
~v

c
n2 ∂ϕ

∂t
=
~v

c
n2(~v~∇ϕ), ~∇ ~A =

~v

c
n2~∇ϕ, (49)

~∇× ~A =
~v

c
n2 × ~∇ϕ =

n2

c

ϕ

Y 2
(v2 − c21)~v × ~X. (50)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå Ëîðåíöà ñîáëþäàåòñÿ

n2

c

∂ϕ

∂t
+ ~∇ ~A =

n2

c

∂ϕ

∂t
− n2

c

∂ϕ

∂t
= 0. (51)Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñîçäàâàåìîãî çàðÿäîì ïîëÿ.� 3. Èçëó÷åíèå ×åðåíêîâà è åãî ñïåêòð1. Ïîëå è èçëó÷åíèå. Ïî ïðîèçâîäíûì îò ïîòåíöèàëîâ ïðîñòî íàéòè âûðàæåíèÿ äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëÿ.Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

~E = −~∇ϕ− 1

c

∂A

∂t
=

ϕ

Y 2
[~v( ~X ~v) − (v2 − c21) ~X − n2

c2
~v(c21 ~X~v)] = − ϕ

Y 2
(v2 − c21) ~X. (52)Ìàãíèòíàÿ íàïðÿæåííîñòü

~H = ~∇× ~A =
n2

c
~E × ~v (53)ïåðïåíäèêóëÿðíà ýëåêòðè÷åñêîé è îáå îíè îðòîãîíàëüíû âåêòîðó ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ, òî åñòü âåêòîðóÏîéíòèíãà

~S =
c

4π
~E × ~H = S~l. (54)Òå æå íàïðÿæåííîñòè â êîîðäèíàòàõ

~E =
2ec1
n2

v2 − c21
Y 3

(x, 0, z − vt), ~H =
2ev

n

v2 − c21
Y 3

(0, x, 0), (55)à âåêòîð ïîòîêà èçëó÷åíèÿ
~S =

e2c2v

4πn4

v2 − c21
Y 6

x(z − vt, 0,−x). (56)Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîðû
~l =

(z − vt, 0,−x)
X

, −
~X

X
, (0, 1, 0) (57)îáðàçóþò ïðàâóþ òðîéêó îðòîâ.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, äî ìîìåíòà t = t∗ èçëó÷åíèÿ çàðÿäà íåò. Â ìîìåíò t = t∗ âåëè÷èíà Y è, çíà÷èò,çíàìåíàòåëè ó ïîòåíöèàëîâ è íàïðÿæåííîñòåé îáðàùàþòñÿ â íóëè, òàê ÷òî ñàìè ýòè âåëè÷èíû áåñêîíå÷íû.Ïîñëå ýòîãî ìîìåíòà íàïðÿæåííîñòè íåïðåðûâíû è ïðè áîëüøèõ t óáûâàþò, êàê 1/t2, à âåêòîð Ïîéíòèíãà,êàê 1/t4. Îáðàùåíèå ïîëÿ â áåñêîíå÷íîñòü ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ïðè âûâîäå �îðìóë íå ó÷èòûâàëàñüäèñïåðñèÿ, òî åñòü ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñ÷èòàëñÿ ïîñòîÿííûì.76



2. Ñïåêòð ÷åðåíêîâñêîãî èçëó÷åíèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñïåêòðà íåîáõîäèìî íàéòè ïðåîáðàçîâà-íèÿ Ôóðüå îò íàïðÿæåííîñòåé. Íà÷íåì ñ ïîòåíöèàëîâ. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò âåëè÷èíû, îáðàòíîé Y , ëåãêîâûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ Ìàêäîíàëüäà
∫ ∞

t∗
eiωt dt

Y
=

1

c1v
eiωz/v

∫ ∞

1

exp

(

iω
√

v2 − c21
x

vc1

)

du√
u2 − 1

=
1

vc1
eiωz/vK0

(

−iω
√

v2 − c21
x

vc1

)

. (58)Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèè Áåññåëÿ. Îäíàêî, ëó÷øå íå èñïîëüçîâàòü ýòî ÿâíîå âû-ðàæåíèå, à îñòàâèòü åãî â âèäå èíòåãðàëà, ÷òî ïîçâîëÿåò ó÷åñòü äèñïåðñèþ. Ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëûïðåäñòàâëÿþòñÿ èíòåãðàëîì
ϕ(~r, t) =

1

2π

2ec1
n2

∫ ∞

−∞
e−iωt dω

c1v
eiωz/v

∫ ∞

1

exp

(

iω
√

v2 − c21
xu

vc1

)

du√
u2 − 1

, ~A =
n2

c
~vϕ. (59)Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ íàïðÿæåííîñòåé ïîëó÷àþòñÿ òàêèå æå èíòåãðàëû. Äëÿ ýëåêòðè÷åñêîé

~E(~r, t) =
1

2π

2ec1
n2

∫ ∞

−∞
e−iωt dω

c1v
eiωz/v

∫ ∞

1

exp

(

iω
√

v2 − c21
xu

vc1

)

du√
u2 − 1

~E(ω, u) (60)è àíàëîãè÷íûé äëÿ ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè ñ âåñîâîé �óíêöèåé ~H(ω, u). Äëÿ ýòèõ âåñîâûõ �óíêöèé íàõîäèìïðè ïîìîùè âûðàæåíèé íàïðÿæåííîñòåé ÷åðåç ïîòåíöèàëû
~E(ω, u) =

1

2π

2e

n2v

[

−
(

i
ω

v

√

v2 − c21
c1

u, 0, i
ω

v

)

+
n2

c2
(0, 0, v)iω

]

=

= −i eω

πn2v2

(

√

v2 − c21
c1

u, 0,−v
2 − c21
c21

)

= −i eω

πn2v2

√

v2 − c21
c1

(

u, 0,

√

v2 − c21
c1

)

. (61)Äëÿ ìàãíèòíîé íàïðÿæåííîñòè
~H(ω, u) =

e

πn2v

n2

c
~v ×

(

i
ω

v

√

v2 − c21c1u, 0, i
ω

v

)

= i
eω

πvc

√

v2 − c21
c1

(0, 1, 0). (62)Íàêîíåö, äëÿ âåêòîðà Ïîéíòèíãà íàõîäèì
~S(ω, u) =

c

4π

e2ω2

π2n2v3c

v2 − c21
c21

1

u2 − 1

(

√

v2 − c21
c21

, 0, u

)

. (63)3. Èçëó÷àåìàÿ ìîùíîñòü. Âåëè÷èíà èçëó÷àåìîé ìîùíîñòè ðàâíà ïîòåðÿì ýíåðãèè âíåøíèõ ñèë íà òî, ÷òîáû�òÿíóòü çàðÿä çà âåðåâî÷êó�, è ìîæåò áûòü íàéäåíà ïî �îðìóëå
W = −

∫

~ ~Ed3r = −e
∫

vEzd
3rδ(x)δ(y)δ(z − vt) =

= −ev
∫

δ(x)δ(y)δ(z − vt)d3r

∫ ∞

−∞
eiω(z/v−t)dω

∫ ∞

x

du√
u2 − x2

exp

(

i
ω

c1

√

1 − c21
v2
u

)

×

× i
eω

πn2v2

v2 − c21
c21

=
e2v

πc2

∫ ∞

−∞
dωω

(

1 − c21
v2

)

sgn(ω)
π

2
=
e2v

c2

∫ ∞

0

ω

(

1 − c21
v2

)

dω.Ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèÿ (60) ïåðåìåííàÿ u áûëà çàìåíåíà íà u/x. Â èíòåãðàëå ïî ÷àñòîòå îñòàâëåí áûëòîëüêî ñèíóñ ïî ñîîáðàæåíèÿì ÷åòíîñòè.Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïðè ïîñòîÿííûõ v è c1 ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè, ÷òî íå èìååò�èçè÷åñêîãî ñìûñëà è îòðàæàåò íåàäåêâàòíîñòü íàøèõ ïðåäïîëîæåíèé. Íà ñàìîì äåëå ε è ñëåäîâàòåëüíî ïî-êàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ n çàâèñÿò îò ÷àñòîòû. Ïðè áîëüøèõ ÷àñòîòàõ ω ñêîðîñòü ñâåòà â âåùåñòâå c1 ∼ c, à âðåíòãåíå ìîæåò áûòü äàæå c1 > c (ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò ïåðåäàòî÷íîé �óíêöèè ε(ω) è èãðàþùàÿ ðîëüïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âåëè÷èíà n(ω) ìåíüøå åäèíèöû). Ïîýòîìó èíòåãðàë ïî ÷àñòîòå íàäî áðàòü íå äî áåñ-êîíå÷íîñòè, à äî íåêîòîðîãî ωmax, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì n(ωmax(v)) = c/v ≈ 1. Òîãäà ðåçóëüòàò (64)ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
W =

e2v

c2

∫ ωmax(v)

0

ω

(

1 − c2

n2(ω)v2

)

dω. (64)Ôîðìóëà (64) íîñèò íàçâàíèå �îðìóëû Òàììà�Ôðàíêà, êîòîðûå åå ïîëó÷èëè.77



� 4. Ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå1. Ïðèðîäà èçëó÷åíèÿ. Åñëè çàðÿä äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, íî íå â âàêóóìå, à â ñðåäå, îí ìîæåò èç-ëó÷àòü, äàæå êîãäà åãî ñêîðîñòü ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà â ýòîé ñðåäå. Íà òàêóþ âîçìîæíîñòü îáðàòèëè âíèìàíèåÂ.Ë. �èíçáóðã è È.Ì.Ôðàíê â 1946 ãîäó [9℄. Èçëó÷åíèå âîçíèêàåò, åñëè íà ïóòè çàðÿäà èçìåíÿþòñÿ ñâîéñòâà ñðå-äû. Ïåðâîíà÷àëüíî ðàññìàòðèâàëîñü èçëó÷åíèå ïðè ïåðåõîäå çàðÿäà èç ñðåäû ñ îäíèìè îïòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìèâ ñðåäó ñî ñâîéñòâàìè, îòëè÷íûìè îò ñâîéñòâ ïåðâîé. Çàòåì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè÷èíîé âîçíèêíîâåíèÿèçëó÷åíèÿ ìîæåò áûòü è ïëàâíîå èçìåíåíèå ñâîéñòâ ñòàöèîíàðíîé ñðåäû âäîëü òðàåêòîðèè çàðÿäà, è èçìåíåíèåýòèõ ñâîéñòâ ñî âðåìåíåì. Ïðè íåìîíîòîííîì èçìåíåíèè îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ, íàïðèìåð ïåðèîäè÷åñêîì, ìîæåòïðîèñõîäèòü è ðàññåÿíèå, òî åñòü îáðàçîâàíèå îòðàæåííûõ âîëí. Âñå ýòè ìåõàíèçìû ïî òðàäèöèè íàçûâàþòñÿïåðåõîäíûìè.Çäåñü ìû ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé ïåðåõîäà çàðÿäà èç îäíîé îäíîðîäíîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû âäðóãóþ îäíîðîäíóþ æå ñðåäó, ïðè óñëîâèè, ÷òî ñêîðîñòü çàðÿäà ïåðïåíäèêóëÿðíà ãðàíèöå ðàçäåëà. Èçëîæåíèåâåäåòñÿ ïî êíèãå [8℄.Ïóñòü çàðÿä q äâèæåòñÿ âäîëü îñè àïïëèêàò ñî ñêîðîñòüþ v > 0. Äëÿ íåãî ïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà
ρ(~r, t) = qδ(~r − ~vt) = qδ(x)δ(y)δ(z − vt), ~(~r, t) = ~vρ(~r, t) = qv(0, 0, 1)δ(x)δ(y)δ(z − vt). (65)Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè, êîíå÷íî, âûïîëíÿåòñÿ.Ïëîñêîñòü xy ðàçäåëÿåò äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà, çàïîëíåííûõ äèýëåêòðèêàìè ñ ðàçëè÷íûìè ïîñòîÿííûìèêîý��èöèåíòàìè äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè: ε− ïðè z < 0 è ε+ ïðè z > 0. Íà ãðàíèöå ýòà âåëè÷èíàòåðïèò ñêà÷îê.2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ òàêîé ñèòóàöèè. Â êàæäîì èç ïîëóïðîñòðàíñòâýòè óðàâíåíèÿ èìåþò âèä

~∇ ~H = 0, ~∇ ~E = 4πρ, ~∇× ~H =
ε

c

∂ ~E

∂t
+

4π

c
~, ~∇× ~E = −1

c

∂ ~H

∂t
. (66)Ñòàíäàðòíûì ïðèåìîì ñâîäèì óðàâíåíèÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ äëÿ íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ:

~∇× (~∇× ~E) = ~∇(~∇ ~E) −△ ~E =
4π

ε
~∇ρ−△ ~E = ~∇×

(

−1

c

∂ ~H

∂t

)

= −1

c

∂

∂t
~∇× ~H =

= −1

c

∂

∂t

(

ε

c

∂ ~E

∂t
+

4π

c
~

)

= − ε

c2
∂2 ~E

∂t2
− 4π

c2
∂~

∂t
. (67)Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñâÿçè ïëîòíîñòåé (65) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå

ε

c2
∂2 ~E

∂t2
−△ ~E = −4π

(

1

ε
~∇ρ+

~v

c2
∂ρ

∂t

)

. (68)3. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. �àçëîæèì ïëîòíîñòü çàðÿäà è ýëåêòðè÷åñêóþ íàïðÿæåííîñòü â èíòåãðàëû Ôóðüåïî âðåìåíè è ïî êîîðäèíàòàì x è y:
ρ(~r, t) =

∫

ρ̃(ω, z)ei(æxx+æyy−ωt)dæxdæydω, ~E(~r, t) =

∫

~̃E(æx,æy, ω, z)e
i(æxx+æyy−ωt)dæxdæydω. (69)Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîòíîñòè òîêà ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:

ρ̃(ω, z) =
q

(2π)3

∫

δ(x)δ(y)δ(z − vt)e−i(æxx+æyy−ωt)dxdydt =
q

(2π)3v
eiωz/v. (70)Òàê êàê áîëüøå âñåãî ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ïðîåêöèåé âåêòîðà ~E íà îñü z, îáîçíà÷èì Ẽz = E. Ïðîèçâîäíóþïî z áóäåì îòìå÷àòü øòðèõîì. Óðàâíåíèå (68 äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ýòîé ïðîåêöèè òîãäà ïðèìåò âèä

− ε

c2
ω2E + (æ2

x + æ2
y)E − E′′ = −4π

(

1

ε
i
ω

v
− v

c2
iω

)

ρ̃. (71)Óðàâíåíèå (71) ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:
εE′′ + ε

(

ω2

c2
ε− æ2

⊥

)

E = − 4πiωq

c2(2π)3

(

ε− c2

v2

)

eiωz/v, (72)78



ãäå æ⊥ = |~æ⊥|, ~æ⊥ = (æx,æy, 0). Çàâèñèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèé îò ÷àñòîòû ω îïðåäåëÿåò âðåìåííóþ, à îò ~æ⊥ �ïðîñòðàíñòâåííóþ äèñïåðñèè.Íàéäÿ E = Ẽz, ìîæíî îïðåäåëèòü è ïðîåêöèè âåêòîðà ~̃E íà ïëîñêîñòü. Â ÷àñòíîñòè, íàèáîëåå ïðîñòî ïîëó-÷èòü èõ êîìáèíàöèþ Eæ = ~æ⊥ ~̃E⊥ = æxẼx + æyẼy. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (66) ñëåäóåò, ÷òî
iEæ + E′ =

4π

ε
ρ̃. (73)Íà ãðàíèöå ñðåä äîëæíû áûòü íåïðåðûâíû íîðìàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå èíäóêöèè è òàíãåíöèàëüíûå ñîñòàâ-ëÿþùèå íàïðÿæåííîñòè, çàïèøåì ýòè óñëîâèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèé:

ε−E−|z=0 = ε+E+|z=0, (Eæ)−|z=0 = (Eæ)+|z=0. (74)4. �åøåíèÿ óðàâíåíèé. ×àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (72) îïèñûâàåò ïîëå ñàìîãî çàðÿäà:
Eq = − 4πq(1 − c2/v2ε)

ω(2π)3(ε− c2/v2 − æ2
⊥c

2/ω2)
eiωz/v. (75)�åøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñâîáîäíûå âîëíû, òî åñòü èçëó÷åíèå:

E± =
4πq

ω(2π)3
C±e

±i(ωz/c)
√

ε−æ
2
⊥

c2/ω2

. (76)Çäåñü àìïëèòóäû C± áåçðàçìåðíû.Êîìáèíàöèÿ òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (73):
Eq

æ
= −æ2

⊥c
2

vω

Eq

ε− c2/v2
, (Eæ)± = ∓ω

c

√

ε− æ2
⊥c

2

ω2
E±. (77)Õàðàêòåð íàïèñàííûõ ðåøåíèé çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîý��èöèåíòîì äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå-ìîñòè ε, ïàðàìåòðîì æ⊥ è ÷àñòîòîé ω. Åñëè ε < æ2

⊥c
2/ω2, òî ïîêàçàòåëè â ýêñïîíåíòàõ â (76) âåùåñòâåííû, ïðè

z > 0 íåîáõîäèìî âçÿòü îòðèöàòåëüíûé, à ïðè z < 0 � ïîëîæèòåëüíûé ïîêàçàòåëè, òàê ÷òî ðåøåíèÿ îïèñûâàþòçàòóõàþùèå îò ãðàíèöû âîëíû. Òàêèå âîëíû âñåãäà âîçìîæíû ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ω è æ⊥, íî îíè íàñíå èíòåðåñóþò. Îòâëå÷åìñÿ ìû è îò âîçìîæíûõ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõ âîëíû âäîëü ïëîñêîñòè ðàçäåëà ñðåä.Íàêîíåö, åñëè íà ãðàíèöå íåò ðàçðûâà è âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ε = n2 > c2/v2, ãäå n � ïîêàçàòåëü ïðåëîì-ëåíèÿ, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïðàâåäëèâî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ èçëó÷åíèÿ ×åðåíêîâà v > c/n. Â ÷àñòíîñòè, èç(75) ñðàâíèòåëüíî ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó Òàììà�Ôðàíêà (64).5. Àìïëèòóäû âîëí. Òåïåðü ïðèìåì óñëîâèÿ æ2
⊥c

2

ω2
< ε± <

c2

v2
, äëÿ âûïîëíåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî, ÷òîáûáûëî ω

æ⊥
> v. Ïåðåõîäíîå èçëó÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ îò ãðàíèöû ðàçäåëà ñðåä, òî åñòü ïðè ïîëîæèòåëüíûõàïïëèêàòàõ â �îðìóëàõ (76) íàäî áðàòü ïëþñ, à ïðè îòðèöàòåëüíûõ � ìèíóñ.Äëÿ ñîêðàùåíèÿ �îðìóë ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

β =
v

c
, ζ =

æ⊥c

ω
, r± =

√

ε± − ζ2, s± = ε± − 1

β2
− ζ2 = − 1

β2
(1 − βr±)(1 + βr±). (78)Çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (74), çàðàíåå ñîêðàòèâ íà îáùèé ìíîæèòåëü 4πiq

ω(2π)3
, âûäåëèâ öåëóþ ÷àñòü ó âîç-íèêàþùèõ äðîáåé ñî çíàìåíàòåëÿìè s± â ïåðâîì ðàâåíñòâå è ñîêðàòèâ íà îáùèé ìíîæèòåëü äðîáåé âî âòîðîì:

ζ2

s−
− ε−C− =

ζ2

s+
− ε+C+,

ζ2

βε−s−
+ r−C− =

ζ2

βε+s+
− r+C+. (79)Èñêëþ÷àÿ ïî î÷åðåäè äâà èñêîìûõ êîý��èöèåíòà, íàéäåì

C+ =
ε+ − ε−
Dε+

βζ2

1 − βr−

1 − β2ε+ − βr−
1 − β2r2+

, C− =
ε+ − ε−
Dε−

βζ2

1 + βr+

1 − β2ε− + βr+
1 − β2r2−

, (80)ãäå D = ε+r− + ε−r+.6. Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè. Åñëè çàðÿä íåðåëÿòèâèñòêèé, òî åñòü β ≪ 1, òî îáà êîý��èöèåíòà ìàëû è ïðè óñëîâèè,÷òî äèýëåêòðè÷åñêèå ïðîíèöàåìîñòè ε íå î÷åíü ðàçëè÷àþòñÿ, îäíîãî ïîðÿäêà:
C± = βζ2 ε+ − ε−

Dε±
. (81)79



Ñèëüíîå èçëó÷åíèå âîçíèêàåò íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ, åñëè çàðÿä óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèé, ïðè÷åì, êàê îáû÷-íî äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ, èçëó÷åíèå èäåò óçêèìè ïó÷êàìè â îïðåäåëåííûõ íàïðàâëåíèÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
β ∼ 1, γ = 1/

√

1 − β2 ≫ 1. Íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ ïî÷òè âñåãäà îïðàâäàíî èñïîëüçîâàíèå �îðìóëû äëÿ äè-ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè, êîòîðàÿ õàðàêòåðíà äëÿ äèñïåðñèè â ïëàçìå. Ìû ïðèìåì ýòó �îðìóëó, ïðè÷åìèñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå ïëàçìåííîé ÷àñòîòû:
ε = 1 −

ω2
p

ω2
, ωp =

√

4πe2ne

m
. (82)Ââåäåì áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû, èìåþùèå ïîðÿäîê 1, âûäåëèâ ìíîæèòåëü γ:

ζ =
æ⊥c

ω
=

æc

ω
sin θ =

θ0
γ
, ω =

ωp±
Ω±

γ, ε± ∼ 1 − Ω2
±
γ2

. (83)Òîãäà D ∼ 2, 1 + βr± ∼ 2, ε+ − ε− ∼ ω2
p− − ω2

p+

ω2
=

Ω2
− − Ω2

+

γ2
,

1 − βr± ∼ 1 − β

√

1 − Ω2
p±
γ2

− θ20
γ2

∼ 1 − β +
β

2γ2
(Ω2

p± + θ20) ∼
1 + θ20 + Ω2

±
2γ2

. (84)×èñëèòåëè ïîñëåäíèõ äðîáåé â �îðìóëàõ (80) ïðè ïðèíÿòûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîæíî çàìåíèòü íà −1 ó C+ è íà
1 ó C+. Ïîäñòàâëÿÿ âñå ýòî â óêàçàííûå �îðìóëû, ïîëó÷èì

C+ ∼ Ω2
+ − Ω2

−
1 + θ20 + Ω+

θ20
1 + θ20 + Ω−

, C− ∼ Ω2
− − Ω2

+

4γ2

θ20
1 + θ20 + Ω−

= − C+

4γ2(1 + θ20 + Ω2
+)
. (85)Àìïëèòóäà âîëíû, íàïðàâëåííîé â ñòîðîíó äâèæåíèÿ çàðÿäà êîíå÷íà, à â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó � ìàëà.

80



�ëàâà VI. Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå� 1. Îïèñàíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ1. Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå è èçìåíåíèå ýíåðãèè �îòîíà. �àññåÿíèå èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîíàìè, íàçûâàåìîåêîìïòîíîâñêèì, èãðàåò âàæíóþ ðîëü â �îðìèðîâàíèè ñïåêòðîâ ðÿäà îáúåêòîâ â Ìåòàãàëàêòèêå, èçó÷àåìûõàñòðî�èçèêàìè. Çäåñü äàåòñÿ ïîíÿòèå îá ýòîì âèäå ðàññåÿíèÿ.Â 1923 ãîäó À.Êîìïòîí îïóáëèêîâàë ñòàòüþ îá îòêðûòèè ý��åêòà, âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èâøåãî åãî èìÿ. Çàñâîå îòêðûòèå è åãî îáúÿñíåíèå Êîìïòîí ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî �èçèêå 1927 ãîäà.Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå � ýòî àêò âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíà è �îòîíà, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ýòè ÷àñòèöûèçìåíÿþò ñâîè èìïóëüñû, ýíåðãèè è ñîñòîÿíèÿ ïîëÿðèçàöèè. Ïîýòîìó ÷àñòî ãîâîðÿò, ÷òî ÷àñòèöû ïîñëå ðàññå-ÿíèÿ � íå òå, ÷òî áûëè ïåðåä ðàññåÿíèåì. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå �èçèêè ýòîãî ïðîöåññà è åãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðèèíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèé àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ ñîäåðæèòñÿ â îáçîðàõ [14℄, [44℄,[45℄.Ïóñòü âçàèìîäåéñòâóþò �îòîí ñ èìïóëüñîì ~k è ýëåêòðîí ñ èìïóëüñîì ~p. Ïîñëå ðàññåÿíèÿ èõ èìïóëüñûèçìåíÿþòñÿ è ñòàíîâÿòñÿ ðàâíûìè ñîîòâåòñòâåííî ~k1 è ~p1. Ýíåðãèè ýòèõ ÷àñòèö ck, cp0, ck1, cp0 1. Äëÿ èìïóëüñîâýëåêòðîíà ñïðàâåäëèâû îáû÷íûå ðåëÿòèâèñòñêèå ñîîòíîøåíèÿ [29℄
p0 =

√

m2c2 + p2, p0 1 =
√

m2c2 + p2
1. (1)Êîìïòîíîâñêîìó ðàññåÿíèþ îòâå÷àþò äâå äèàãðàììû Ôåéíìàíà [6℄, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1. Ýëåêòðîíèçîáðàæàåòñÿ ñïëîøíîé ëèíèåé, à �îòîí âîëíèñòîé. Âðåìÿ òå÷åò ñíèçó ââåðõ. Âçàèìîäåéñòâèå ïðîèñõîäèò âòî÷êàõ, ãäå âñòðå÷àþòñÿ ýëåêòðîííûå è �îòîííûå ëèíèè.

~p1
~k1 ~p1

~k1

~k ~p ~k ~p�èñ. 1. Äèàãðàììû êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ñâîáîäíûé ýëåêòðîí íå ìîæåò ïîãëîòèòü èëè èçëó÷èòü �îòîí, òàê êàê ïðè òàêèõ ïðîöåññàõíåâîçìîæíî ñîõðàíåíèå èìïóëüñà è ýíåðãèè.Íåçàâèñèìî îò âèäà äèàãðàììû ïðè ðàññåÿíèè âûïîëíÿþòñÿ ÷åòûðå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
p0 + k = p0 1 + k1, ~p+ ~k = ~p1 + ~k1. (2)Âûðàçèì âåêòîð èìïóëüñà ýëåêòðîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ ÷åðåç îñòàëüíûå è ïîäñòàâèì â ðàâåíñòâî, âûðàæàþùååçàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:
p0 + k − k1 =

√

m2c2 + (~p+ ~k − ~k1)2. (3)Âîçâîäÿ â êâàäðàò è ñîêðàùàÿ, ïîëó÷àåì
kp0 − ~k~p = k1p0 − ~k1~p+ kk1 − ~k~k1. (4)Îáîçíà÷èì êîñèíóñû óãëîâ ìåæäó ïàðàìè âåêòîðîâ ~k è ~k1, ~k è ~p, ~k1 è ~p ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç µ, ζ è ζ1. Òîãäàñîîòíîøåíèå (4) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
k(p0 − pζ) = k1[p0 − pζ1 + k(1 − µ)]. (5)Èç íåãî íàõîäèòñÿ âåëè÷èíà èìïóëüñà �îòîíà ïîñëå ðàññåÿíèÿ

k1 = k
p0 − pζ

p0 − pζ1 + k(1 − µ)
. (6)81



�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà äî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîí ïîêîèòñÿ, ò. å. p = 0. Òîãäà p0 = mc è
k0
1 = k0 mc

mc+ k0(1 − µ0)
. (7)Âñïîìíèâ, ÷òî èìïóëüñ �îòîíà k =

hν

c
=
h

λ
, ïåðåïèøåì �îðìóëó (7) ÷åðåç äëèíû âîëí
λ0

1 = λ0 + λC(1 − µ0). (8)Ïðè ðàññåÿíèè �îòîíà íà ïîêîÿùåìñÿ ýëåêòðîíå ÷àñòîòà �îòîíà âñåãäà óìåíüøàåòñÿ, è â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿý��åêò Êîìïòîíà. Ïðè µ0 = 1, ò. å. ïðè ðàññåÿíèè âïåðåä, ðàññåÿííûé �îòîí ïðîëåòàåò, êàê áóäòî íå èñïûòàëâçàèìîäåéñòâèÿ, à ýëåêòðîí îñòàåòñÿ íåïîäâèæíûì. �àññåÿíèå ïîä ïðÿìûì óãëîì (µ0 = 0) äàåò óâåëè÷åíèåäëèíû âîëíû ðîâíî íà λC. Ìàêñèìàëüíîå óâåëè÷åíèå λ íà äâå êîìïòîíîâñêèå äëèíû âîëíû äîñòèãàåòñÿ, êîãäà�îòîí èçìåíÿåò ñâîå íàïðàâëåíèå íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Ïîòåðÿ ýíåðãèè �îòîíîì, íàçûâàåìàÿ ý��åêòîì îòäà÷è,ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå ïåðåäà÷è èì ÷àñòè ñâîåãî èìïóëüñà, à çíà÷èò è ýíåðãèè, ïåðâîíà÷àëüíî ïîêîÿùåìóñÿýëåêòðîíó, êîòîðûé ïðèõîäèò â äâèæåíèå.Åñëè ýëåêòðîí íå ñòîÿë íà ìåñòå, òî ïðè ðàçëè÷íîì ñîîòíîøåíèè íàïðàâëåíèé è âåëè÷èí èìïóëüñîâ ðåàãè-ðóþùèõ ÷àñòèö �îòîí ìîæåò êàê óâåëè÷èâàòü, òàê è óìåíüøàòü ñâîþ ýíåðãèþ, íî ýòî óæå íå ý��åêò Êîìïòîíàâ ÷èñòîì âèäå, à ñêîðåå ñëåäñòâèå ý��åêòà Äîïëåðà. Äåéñòâèòåëüíî, ìû äîëæíû ïåðåéòè â ñèñòåìó îòñ÷åòà,ñâÿçàííóþ ñ ýëåêòðîíîì äî ðàññåÿíèÿ, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü ëàáîðàòîðíîé. Òàì �îòîí óìåíüøèò ñâîþýíåðãèþ, à çàòåì íàì íàäî âåðíóòüñÿ â èñõîäíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Â ðåçóëüòàòå òàêèõ ïåðåõîäîâ �îòîí ìåíÿåòñâîþ ýíåðãèþ âñëåäñòâèå ý��åêòà Äîïëåðà. Îäíàêî â àñòðî�èçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå óâåëè÷åíèå ýíåðãèè �îòîíîâïðè êîìïòîíîâñêîì ðàññåÿíèè èõ ýíåðãè÷íûìè ýëåêòðîíàìè ïðèíÿòî íàçûâàòü îáðàòíûì ý��åêòîì Êîìïòîíà.Êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû î÷åíü ìàëà � åé ñîîòâåòñòâóåò ýíåðãèÿ, ðàâíàÿ ýíåðãèè ïîêîÿ ýëåêòðîíà 511êýÂ. Ïîýòîìó óâåëè÷åíèå äëèíû âîëíû �îòîíà ïðè ðàññåÿíèè íà íåðåëÿòèâèñòñêîì ýëåêòðîíå çàìåòíî, òîëüêîåñëè äëèíà âîëíû ðàññåèâàåìîãî �îòîíà íå î÷åíü ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò êîìïòîíîâñêîé. �îðÿ÷èå ýëåêòðîíûìîãóò ïåðåäàòü çíà÷èòåëüíóþ äîëþ ñâîåé ýíåðãèè �îòîíó è âûçûâàòü ãîðàçäî á�îëüøèå ñìåùåíèÿ äëèíû âîëíû,êîòîðûå äîñòóïíû èçìåðåíèÿì äàæå â ðàäèîäèàïàçîíå. �åëÿòèâèñòñêèå æå ýëåêòðîíû ñðàçó ïåðåâîäÿò èçëó-÷åíèå èç ðàäèî â îïòè÷åñêèé äèàïàçîí, èç îïòè÷åñêîãî � â ðåíòãåíîâñêèé, èç óëüòðà�èîëåòîâîãî � â îáëàñòüãàììà-èçëó÷åíèÿ.2. Ý��åêòèâíîñòü êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ñðàâíèì êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå ñ òîðìîçíûì ïîãëîùåíè-åì.Êîý��èöèåíò òîðìîçíîãî èçëó÷åíèÿ, èëè, èíà÷å, èçëó÷àòåëüíàÿ ñïîñîáíîñòü âåùåñòâà, � êîëè÷åñòâî ýíåð-ãèè, èçëó÷àåìîé åäèíèöåé îáúåìà çà åäèíèöó âðåìåíè â åäèíè÷íîì òåëåñíîì óãëå ïðè âçàèìîäåéñòâèè ýëåêòðî-íîâ, èìïóëüñû êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíû ñîãëàñíî �îðìóëå Ìàêñâåëëà ñ òåìïåðàòóðîé T , ñ âîäîðîäîïîäîáíûìèèîíàìè ñ çàðÿäîì ÿäðà Z, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ïîðÿäêà 1 äàåòñÿ �îðìóëîé Êðàìåðñà (ñì., �ëàâó 1)
εcc(ν) = nen

+ 32π2

3
√

3

Z2e6

c3
kBT

(2πmkBT )3/2
e−hν/kBT . (9)Çäåñü ne è n+ � êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ è èîíîâ, kB � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, ν � ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ.Íàïèøåì óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì òîðìîçíûõ ïðîöåññîâ è êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ:

∂I

∂l
= −(αcc + αC)I + εcc(1 + n) + εC. (10)Çäåñü αcc è αC � êîý��èöèåíòû îñëàáëåíèÿ ïðè òîðìîçíîì ïîãëîùåíèè è êîìïòîíîâñêîì ðàññåÿíèè ñîîòâåò-ñòâåííî, εC � êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ çà ñ÷åò êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ, I è n � èíòåíñèâíîñòü è ñðåäíèå÷èñëà çàïîëíåíèÿ �îòîííûõ ñîñòîÿíèé, I = (2hν3/c2)n, l � ãåîìåòðè÷åñêîå ðàññòîÿíèå âäîëü ëó÷à. Óðàâíåíèåïåðåíîñà ìîæíî çàïèñàòü è äëÿ ñðåäíèõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ:

∂n

∂l
= −(αcc + αC)n+ ncc(1 + n) + nC, (11)ãäå
ncc =

c2

2hν3
εcc, nC =

c2

2hν3
εC. (12)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåùåñòâî è èçëó÷åíèå íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (ÒÄ�).Òîãäà èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ è äàåòñÿ �îðìóëîé Ïëàíêà

I0 =
2hν3

c2
n0, n0 =

1

ehν/kBT − 1
. (13)82



Ñëåäñòâèåì ÒÄ� ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå äåòàëüíîãî áàëàíñà, êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ îòäåëüíî äëÿ òîðìîçíîãî è êîìï-òîíîâñêîãî ïðîöåññîâ:
αccn0 = ncc(1 + n0), αCn0 = nC. (14)Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò çàêîí Êèðõãî�à�Ïëàíêà

αcc = ncce
hν/kBT . (15)Íå óòî÷íÿÿ çäåñü ñëàãàåìîãî, îïèñûâàþùåãî èçëó÷åíèå çà ñ÷åò êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ, ñîñòàâèì îòíî-øåíèå êîý��èöèåíòîâ îñëàáëåíèÿ. Â êà÷åñòâå ñå÷åíèÿ ðàññåÿíèÿ âîçüìåì òîìñîíîâñêîå σT =

8π

3
r2e , re =

e2

mc2
.Òîãäà áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå

αC

αcc
=

neσT

ncce
hν/kBT

=

ne
8π

3

(

e2

mc2

)2

c2

2hν3
nen

+ 32π2

3
√

3

Z2e6

c3
kBT

(2πmkBT )3/2

=
v

c

√
3π2

n+λ3

~c

Z2e2
= 2.342 · 103 v

c

1

Z2(n+λ3)
, (16)ãäå v =

√

8kBT

πm
� ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ýëåêòðîíîâ. Äëÿ âîäîðîäíîãî ãàçà íàäî ïîëîæèòü Z = 1 è n+ = ne.Îòíîøåíèå (16) ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ìíîæèòåëåé, â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå n+λ3åñòü ÷èñëî èîíîâ â êóáèêå ñ äëèíîé ðåáðà, ðàâíîé äëèíå âîëíû ðàññåèâàåìîãî èçëó÷åíèÿ.Èç ïîëó÷åííîé �îðìóëû âèäíî, ÷òî ðàññåÿíèå ýëåêòðîíàìè èãðàåò áîëåå ñóùåñòâåííóþ ðîëü ïî ñðàâíåíèþñ òîðìîçíûìè ïðîöåññàìè ïðè íèçêèõ êîíöåíòðàöèÿõ èîíîâ è âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ ãàçà. Êàê ìû âèäåëè, èç-ìåíåíèå ýíåðãèè �îòîíîâ çàìåòíî ïðè ìàëûõ äëèíàõ âîëí èçëó÷åíèÿ. Çàðÿä èîíà íå äîëæåí áûòü ñëèøêîìâåëèê. Êîðî÷å ãîâîðÿ, òîìñîíîâñêîå è êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå â ãîðÿ÷èõðàçðåæåííûõ ñðåäàõ, ïðè÷åì êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå, ò. å. ðàññåÿíèå ñ èçìåíåíèåì ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ, ñóùå-ñòâåííî òîãäà, êîãäà ñðåäíèå ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ è/èëè �îòîíîâ âåëèêè íàñòîëüêî, ÷òî ñðàâíèìû ñ ýíåðãèåéïîêîÿ ýëåêòðîíà. Â òàêèõ ñðåäàõ ýòî îñíîâíîé ìåõàíèçì îáìåíà ýíåðãèåé ìåæäó âåùåñòâîì è èçëó÷åíèåì.Ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ â îòëè÷èå îò òîìñîíîâñêîãî çàâèñèò îò ÷àñòîòû ðàññåèâàåìîãî �îòîíà, î÷åì ãîâîðèòñÿ â ñëåäóþùåì ïóíêòå.3. Ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ýòî ñå÷åíèå ðàññ÷èòûâàåòñÿ, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ìåòîäàìè êâàíòîâîéýëåêòðîäèíàìèêè [6℄, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêîé òåîðèåé. Ïîýòîìó äëÿ çàïèñè ðåëÿòèâèñòñêîãî ñå÷åíèÿêîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ââåäåì ðåëÿòèâèñòñêèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ âåëè÷èí.Èìïóëüñ ýëåêòðîíà çàäàäèì ÷åòûðåõìåðíûì âåêòîðîì p = {p0, ~p}, ãäå èñïîëüçîâàíû óæå ïðèìåíÿâøèåñÿîáîçíà÷åíèÿ. Àíàëîãè÷íî èìïóëüñ �îòîíà k = {k,~k}. ×åòûðåõìåðíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå pk = p0k−~p~k. Äëÿäðóãèõ âåêòîðîâ îíî îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàê æå, ñî çíàêîì ìèíóñ ïåðåä òðåõìåðíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.Â ÷àñòíîñòè, p2 = p2

0 − ~p 2 = m2c2, k2 = k2 − ~k2 = 0: èìïóëüñ ýëåêòðîíà � âðåìåíèïîäîáíûé âåêòîð, à èìïóëüñ�îòîíà � íóëåâîé.Ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ ñå÷åíèÿ Êëåéíà�Íèøèíû�Òàììà ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíûé ëîðåíöåâñêèé èíâàðèàíò
F (ξ, ξ1) = µ2

0 − 1 +B, B =
ξ

ξ1
+
ξ1
ξ
. (17)Çäåñü

ξ = pk/m2c2 = k0/mc, ξ1 = pk1/m
2c2 = k0

1/mc (18)� áåçðàçìåðíûå ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ èìïóëüñîâ ýëåêòðîíà è �îòîíà, ðàâíûå ñîîòâåòñòâåííî áåçðàçìåðíîìóæå èìïóëüñó �îòîíà äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå (ãäå p = 0). Âåëè÷èíà µ0 � ýòî óæå èñïîëü-çîâàâøèéñÿ êîñèíóñ óãëà ðàññåÿíèÿ â òîé æå ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé äëÿýëåêòðîíà äî ðàññåÿíèÿ. Ñîãëàñíî (7) åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
µ0 = 1 +

1

ξ
− 1

ξ1
. (19)Íàïèñàâ ñå÷åíèå â âèäå

F (ξ, ξ1) = µ2
0 + 1 +B − 2, (20)óáåæäàåìñÿ, ÷òî îíî â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ðýëååâñêîé èíäèêàòðèñû (ñëàãàåìîå

µ2
0 + 1) ñ íåáîëüøîé äîáàâêîé. Ýòà äîáàâêà çàâèñèò îò ÷àñòîò �îòîíà äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ, íî íå çàâèñèò îò èõíàïðàâëåíèé. Òàêèì îáðàçîì, êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå � ýòî êîìáèíàöèÿ ðýëååâñêîãîè èçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ. 83



�àçâåðíóòîå âûðàæåíèå äëÿ F èìååò âèä
F (ξ, ξ1) =

(

1

ξ
− 1

ξ1

)2

+ 2

(

1

ξ
− 1

ξ1

)

+
ξ

ξ1
+
ξ1
ξ
. (21)Ïîëíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ:

σT =
r2e
2ξ2

∫

Fx2
1d

2ω1 =
r2e
2ξ2

1
∫

−1

Fξ21dµ0

2π
∫

0

dφ0 =
r2e
2ξ2

2π

ξ
∫

ξ/(1+2ξ)

Fdξ1 = σTs0(ξ), (22)ãäå φ0 � àçèìóò ðàññåÿííîãî �îòîíà â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå, à s0(ξ) � ïðî�èëü ïîëíîãî ñå÷åíèÿ:
s0(ξ) =

3

8ξ2

[

4 +

(

ξ − 2 − 2

ξ

)

ln(1 + 2ξ) + 2ξ2
1 + ξ

(1 + 2ξ)2

]

, (23)íîðìèðîâàííûé óñëîâèåì s0(0) = 1.Ìû ãîâîðèëè îá îäíîêðàòíîì âçàèìîäåéñòâèè ýëåêòðîíà è �îòîíà. Ìíîãîêðàòíîå ðàññåÿíèå, ò. å. âçàèìî-äåéñòâèå ýëåêòðîííîãî è �îòîííîãî ãàçîâ ïîñðåäñòâîì êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ îïèñûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèìóðàâíåíèåì, êîòîðîå ìû ñ�îðìóëèðóåì íèæå.� 2. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ è åãî ÷àñòíûå ñëó÷àè1. �åëÿòèâèñòñêèå îáîçíà÷åíèÿ. Óïîìÿíóòîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì îáîáùåíèåì óðàâíåíèÿÁîëüöìàíà. Äëÿ åãî íàïèñàíèÿ ïîäáåðåì ðåëÿòèâèñòñêèå àíàëîãè âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå Áîëüöìàíà.Óæå îòìå÷àëàñü èíâàðèàíòíîñòü îòíîøåíèé d3p/p0 è d3k

k
. Ïðè ýòîì èíâàðèàíòíû è äâà ìíîæèòåëÿ ýòîãîîòíîøåíèÿ, à èìåííî dk

k
è k2d2ω, ãäå ~ω � åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ èìïóëüñà �îòîíà: ~k = k~ω, à d2ω �ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëà, ò. å. ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè íà åäèíè÷íîé ñ�åðå. Äëÿ ÷àñòèö ñ íå ðàâíîé íóëþ ìàññîéïîêîÿ ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ. Óêàçàííûì ñâîéñòâîì ýëåìåíòà îáúåìà èìïóëüñà �îòîíà îáúÿñíÿåòñÿ �îðìàèíòåãðàëà â ïîëíîì ñå÷åíèè (22), òàê êàê x2

1d
2ω1 = ξ21dµ0dφ0 = dξ1dφ0.Åùå îäíó èíâàðèàíòíóþ êîìáèíàöèþ íàäî íàéòè äëÿ ëåâîé ÷àñòè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Â óðàâíåíèèÁîëüöìàíà òàì ñòîèò ∂f

∂t
+
~p

m
~∇~rf+ ~F ~∇~pf . Íà �îòîíû íèêàêèå ñèëû íå äåéñòâóþò, òàê ÷òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîåíå íóæíî. Äëÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ íåîáõîäèì ÷åòûðåõìåðíûé âåêòîð-ãðàäèåíò. Îí äîëæåí áûòü âçÿò â âèäå

∇ =

{

1

c

∂

∂t
,−~∇

}, òàê êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå åãî ñ âåêòîðîì dr = {cdt, d~r}, ò. å. dr∇ = dt
∂

∂t
+ d~r~∇åñòü ïîëíûé äè��åðåíöèàë, èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ëþáîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ, â òîì ÷èñëå èëîðåíöåâñêîãî. Èíâàðèàíòîì, ñëåäîâàòåëüíî, áóäåò ïðîèçâåäåíèå k∇ =

k

c

∂

∂t
+ ~k~∇ =

k

c

(

∂

∂t
+ c~ω~∇

), êîòîðîåè ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì îáîáùåíèåì ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñêîðîñòü ñâåòàïîñòîÿííà. Èìåííî òàêàÿ êîìáèíàöèÿ ïðîèçâîäíûõ, êàê â êðóãëûõ ñêîáêàõ, ñòîèò â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ.�åëÿòèâèñòñêèìè èíâàðèàíòàìè ÿâëÿþòñÿ áåçðàçìåðíûå ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ �îòîííûõ ñîñòîÿíèé.Íàïðèìåð, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ÒÄ� ýòî ñðåäíåå ÷èñëî äàåòñÿ �îðìóëîé Ïëàíêà (13), êîòîðàÿ íàïèñàíà âñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ �îòîííûì ãàçîì è íàçûâàåìîé ñîïóòñòâóþùåé, ò. å. â òàêîé, â êîòîðîé ñðåäíèéèìïóëüñ �îòîíîâ ðàâåí íóëþ.Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ fe(~p) òàêæå áóäåì ñ÷èòàòü ñêàëÿðîì. Ìû ïðèìåì, ÷òî ýëåêòðîíû èìåþòðåëÿòèâèñòñêîå ðàñïðåäåëåíèå Ìàêñâåëëà, êîòîðîå â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà çàäàåòñÿ �îðìóëàìè
fe(~p) = nefe(p0/mc), fe(p0/mc) = fM(p0/mc), fM(γ) =

y

4πK2(y)
e−yγ , (24)ãäå y =

mc2

kBTe
, à Kν(y) � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà. Ïîÿâëåíèå ýòîé �óíêöèè åñòü ñëåäñòâèå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

4π

m3c3

∞
∫

0

p2fe(p0/mc)dp = 1. (25)Òåïåðü ìû èìååì âñå, ÷òîáû íàïèñàòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ.84



2. �åëÿòèâèñòñêîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî óðàâíåíèÿïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ýëåêòðîííûé ãàç ðåëÿòèâèñòñêèé, íî íå âûðîæäåííûé, òàê ÷òî çàïðåò Ïàóëè íå ó÷èòûâàåòñÿ.Ôîòîííûé æå ãàç ìîæåò áûòü ÷àñòè÷íî âûðîæäåí, è ïîýòîìó íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âûíóæäåííûå ïåðåõîäû.Äëÿ ñðåäíèõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ ñîñòîÿíèé �îòîíîâ n = n(~r, t,~k) â òî÷êå ~r â ìîìåíò âðåìåíè t ñ èìïóëüñàìèîêîëî ~k óðàâíåíèå èìååò âèä
k∇n = −r

2
e

2
m2c2

∫

d3p

p0

d3p1

p0 1

d3k1

k1
δ(p+ k − p

1
− k1)F (ξ, ξ1) [fe(~p)n(1 + n11) − fe(~p1)(1 + n)n11] , (26)ïðè÷åì äëÿ êðàòêîñòè íå óêàçûâàþòñÿ àðãóìåíòû n è îáîçíà÷åíî n11 = n(~r, t,~k1).Ïåðâîå ñëàãàåìîå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â óðàâíåíèè (26) ñîîòâåòñòâóåò îñëàáëåíèþ ïðè ðàññåÿíèè, à âòîðîå� èçëó÷åíèþ. Èíòåãðàëû áåðóòñÿ ïî èìïóëüñàì ýëåêòðîíîâ äî è ïîñëå ðàññåÿíèÿ è ïî èìïóëüñàì �îòîíîâ,ó÷àñòâóþùèõ â ïðîöåññå ðàññåÿíèÿ âìåñòå ñ �îòîíàìè ñ èìïóëüñîì ~k. Äåëüòà-�óíêöèÿ îòðàæàåò çàêîíû ñîõðà-íåíèÿ (2) è ïîçâîëÿåò âçÿòü ÷åòûðåõêðàòíûé èíòåãðàë, òàê ÷òî îñòàíåòñÿ èíòåãðàë ïî ïÿòè ïåðåìåííûì, êàê èâ èíòåãðàëå ñòîëêíîâåíèé Áîëüöìàíà.�åëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíîå óðàâíåíèå (26) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ëþáîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Íàèáîëåå óäîáíîýòî äåëàòü â ñèñòåìå, ñâÿçàííîé ñ ýëåêòðîííûì ãàçîì, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñîïóòñòâóþùåé. Ïðè ïåðåõîäå â ýòóñèñòåìó ìû îáåçðàçìåðèì âñå íàøè âåëè÷èíû. Èìïóëüñû è ýíåðãèè �îòîíà è ýëåêòðîíà áóäåì îáîçíà÷àòü áåç-ðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè, ïîëîæèâ k = mcx, ~k = mcx~ω, p0 = mcγ, ~p = mc~z = mcz~Ω, p = mcz = mc{γ, ~z}, k =

mcx = mc{x, x~ω} è ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì 1: x1 = k1/mc è ò. ä. Ïðèìåì òàêæå ðåëÿòèâèñòñêóþêâàíòîâóþ ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà, ñêîðîñòü ñâåòà è ìàññà ýëåêòðîíà ïðèíèìàþòñÿ âêà÷åñòâå îñíîâíûõ åäèíèö: ~ = c = m = 1. Â ýòîé ñèñòåìå åäèíèöà äëèíû � êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû ~/m c,ýíåðãèè � mc2, ÷àñòîòû � mc2/~, èìïóëüñà � mc. Êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà ñîâïàäàåò ñ ïîñòîÿííîéòîíêîé ñòðóêòóðû re = e2/mc2 = e2/~ c = 1/137.036, à çàðÿä ýëåêòðîíà ðàâåí e =
√
re = 1/

√
137.036.Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèå (26) çàïèñûâàåòñÿ òàê:

x

(

∂

∂t
+~ω~∇

)

n = −r
2
e

2

∫

d3z

γ

d3z1
γ1

d3x1

x1
δ(z+x−z1−x1)F (ξ, ξ1)[fe(~z)n(1 + n11) − fe(~z1)(1 + n)n11], (27)ãäå òåïåðü n = n(~r, t, x, ~ω), n11 = n(~r, t, x1, ~ω1). Ê óðàâíåíèþ (27) íàäî äîáàâèòü ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.Çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà

ξ = x z = x(γ − z~ω~Ω) = x1z1 = x1(γ1 − z1~ω1
~Ω1) (28)ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé �îòîíà x ïðè z = 0 è ñ ÷àñòîòîé x1 ïðè z1 = 0. Ïðîèçâåäåíèå

ξ1 = x z1 = x(γ1 − z1~ω~Ω1) = x1z = x1(γ − z~ω1
~Ω) (29)îáëàäàåò ïðîòèâîïîëîæíûì ñâîéñòâîì.Òåïåðü ïåðåéäåì ê ÷àñòíûì ñëó÷àÿì ãåîìåòðèè ñðåäû è ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîíîâ.3. Ïëîñêàÿ àòìîñ�åðà òåïëîâûõ ýëåêòðîíîâ. �àññìîòðèì ýâîëþöèþ ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ â ïëîñêîïàðàëëåëü-íîé ñðåäå, çàïîëíåííîé ìàêðîñêîïè÷åñêè íåïîäâèæíûì ýëåêòðîííûì ãàçîì ñ êîíöåíòðàöèåé ÷àñòèö ne. Ñèñòåìàîòñ÷åòà, ñâÿçàííàÿ ñî ñðåäîé, è ÿâëÿåòñÿ ñîïóòñòâóþùåé ýëåêòðîííîìó ãàçó.�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ýëåêòðîíû èìåþò ðåëÿòèâèñòñêîå ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå fM(γ), îïðåäå-ëÿåìîå �îðìóëîé (24). Òîãäà

fM(γ1) = fM(γ)ey(γ−γ1) = fM(γ)e−y(x−x1). (30)Óðàâíåíèå (27) äëÿ òàêîãî ñëó÷àÿ ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà ïî ~z1 ïåðåïèøåòñÿ â âèäå
x

(

∂

∂t
+~ω~∇

)

n=−r
2
e

2
ne

∫

d3z

γγ1

d3x1

x1
δ(γ+x−γ1−x1)F (ξ, ξ1)fM(γ)

[

n(1 + n11) − e−y(x−x1)(1 + n)n11

]

. (31)Óðàâíåíèå (31) ìîæíî çàïèñàòü ïî-äðóãîìó. Íå âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëà ïî x1, îòäåëèì èíòåãðàëû ïî èìïóëüñàìýëåêòðîíîâ, îò êîòîðûõ �îòîííûå �óíêöèè íå çàâèñÿò. Òîãäà óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå
(

∂

∂t
+ ~ω~∇

)

n = −σT

x
ne

∞
∫

0

x1dx1

∫

d2ω1R(x, x1, µ)
[

n(1 + n11) − e−y(x−x1)(1 + n)n11

]

. (32)Çäåñü âíóòðåííèé äâîéíîé èíòåãðàë áåðåòñÿ ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì âåêòîðà ~ω1, à R(x, x1, µ) � �óíêöèÿ ïåðå-ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷àñòîòàì è íàïðàâëåíèÿì.Ôóíêöèÿ R(x, x1, µ, γ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñå÷åíèå êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ è �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåê-òðîíîâ ïî ýíåðãèÿì. �àçëè÷íûå �îðìóëû äëÿ ýòîé �óíêöèè áûëè ïîëó÷åíû íåñêîëüêèìè àâòîðàìè. Ññûëêè íàèõ ðàáîòû è ïîëíûé âûâîä ýòèõ �îðìóë ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå [38℄ è îáçîðå [81℄.85



Ìíîæèòåëü, ñòîÿùèé ñïðàâà â óðàâíåíèè (32) ïðè n, ÿâëÿåòñÿ êîý��èöèåíòîì îñëàáëåíèÿ (ïîãëîùåíèÿ) çàñ÷åò êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ. Åãî ïðî�èëü, êàê è �óíêöèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàëîìïî ðàñïðåäåëåíèþ èìïóëüñîâ ýëåêòðîíîâ:
s0(x, y) =

1

x

∫

fM(γ)
d3z

γ
ξs0(ξ) =

1

2K2(y)

∞
∫

1

e−yγ dγ

z
[(γ + z)2s0(x(γ + z)) + (γ − z)2s0(x(γ−z))]. (33)Ñïîñîá ÷èñëåííîãî âû÷èñëåíèÿ ýòîãî êîý��èöèåíòà ïðè ëþáûõ òåìïåðàòóðàõ ýëåêòðîíîâ è ëþáûõ ÷àñòîòàõ xäàí â ñòàòüå [41℄.Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå (32) ïî �îðìå ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèÿìè, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â òåîðèè ïåðåíîñàèçëó÷åíèÿ. Òîò �àêò, ÷òî �óíêöèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèò íå îòäåëüíî îò íàïðàâëåíèé �îòîíîâ äî è ïîñëåðàññåÿíèÿ, à òîëüêî îò óãëà ðàññåÿíèÿ arccosµ, îòðàæàåò èçîòðîïèþ ñðåäû, ãäå ëîêàëüíî íåò âûäåëåííîãîíàïðàâëåíèÿ.4.Îäíîðîäíîå áåñêîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåïëîâîé ýëåêòðîííûé ãàç îäíîðîäíî çàïîëíÿåòâñå ïðîñòðàíñòâî è â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íàõîäèòñÿ èçîòðîïíîå, îäíîðîäíîå ïîëå èçëó÷åíèÿ. Ýëåêòðîíû è �îòîíûâçàèìîäåéñòâóþò ÷åðåç êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå. Òåìïåðàòóðà ýëåêòðîíîâ ïîääåðæèâàåòñÿ ïîñòîÿííîé êàêèì-òî ìåõàíèçìîì.Â òàêîì ñëó÷àå ñðåäíåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ �îòîííûõ ñîñòîÿíèé çàâèñèò òîëüêî îò äâóõ ïåðåìåííûõ: ÷àñòîòûè âðåìåíè, òàê ÷òî n = n(x, t) è n11 = n(x1, t). Ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

∂n(x, t)

∂t
= − 1

x

∞
∫

0

[

R(x1, x)n(x, t) (1 + n(x1, t)) −R(x, x1)n(x1, t) (1 + n(x, t))
]

x1dx1. (34)Çäåñü �óíêöèÿ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ, óñðåäíåííàÿ ïî íàïðàâëåíèÿì:
R(x, x1) =

1

2

1
∫

−1

R(x, x1, µ)dµ. (35)Âûðàæåíèÿ äëÿ íåå äàþòñÿ â ñòàòüÿõ [38, 81℄.Óðàâíåíèå (34) ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåííûì, åñëè ê íåìó äîáàâèòü íà÷àëüíîå óñëîâèå, ò. å. çàäàòü n(x, 0).Èç óðàâíåíèÿ (34) âûòåêàåò óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà �îòîíîâ, òàê êàê èõ ÷èñëî íå ìåíÿåòñÿ ïðè ðàññåÿíèè.Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëå óìíîæåíèÿ (34) íà x2 è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì ÷àñòîòàì ñïðàâà ïîëó÷àåòñÿ äâîéíîéèíòåãðàë, ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ÷àñòîò ïàäàþùåãî è ðàññåÿííîãî �îòîíîâ, è ïîýòîìó ðàâíûé íóëþ, òàê÷òî
dN0

dt
= 0, N0 =

∞
∫

0

x2n(x, t)dx, (36)è, ñëåäîâàòåëüíî,
N0 =

∞
∫

0

x2n(x, t)dx =

∞
∫

0

x2n(x, 0)dx. (37)Îáðàòèìñÿ ê ïðåäåëüíûì ñëó÷àÿì ïðèâåäåííûõ óðàâíåíèé, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî èìïóëüñàììàëî îòëè÷àåòñÿ îò íåðåëÿòèâèñòñêîãî ìàêñâåëëîâñêîãî.5. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë. Ïóñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ýëåêòðîíû è �îòîíû çàïîëíÿþò îäíîðîä-íîå è èçîòðîïíîå ïðîñòðàíñòâî è ïðè ýòîì ýëåêòðîííûé ãàç ñëàáî ðåëÿòèâèñòñêèé (ïî÷òè íåðåëÿòèâèñòñêèé), àïîëå èçëó÷åíèÿ íå î÷åíü æåñòêîå, òî åñòü âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà kBT ≪ mc2 è hν ≪ mc2, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òîñðåäíèå ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ è �îòîíîâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ýíåðãèè ïîêîÿ ýëåêòðîíà. ×òîáû ïðîèçâåñòè ïðå-äåëüíûé ïåðåõîä y = mc2/kBT → ∞, íàì íàäî ïåðåîïðåäåëèòü áåçðàçìåðíûå ÷àñòîòû �îòîíîâ è èìïóëüñû ýëåê-òðîíîâ. Ïîëîæèì xt = hν/kBT , ò. å. áóäåì èçìåðÿòü ýíåðãèè �îòîíîâ â ñðåäíèõ (ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû) ýíåðãèÿõýëåêòðîíîâ. Íîâàÿ áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà ñâÿçàíà ñî ñòàðîé ñîîòíîøåíèåì xt = yx. Äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, êàêíóæíî ïåðåíîðìèðîâàòü èìïóëüñû ýëåêòðîíîâ, çàìåòèì, ÷òî ïðè y → ∞ �óíêöèÿ K2(y) ∼
√

π/2ye−y(1+15/8y).Ïðè ýòîì ïîëíûå ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ áëèçêè ê èõ ýíåðãèÿì ïîêîÿ: γ =
√

1 + z2 ∼ 1 + z2/2. Ñëåäîâàòåëüíî, áåçó÷åòà ïîïðàâî÷íîãî ñëàãàåìîãî ïîðÿäêà 1/y

fM(γ) ∼
( y

2π

)3/2

eye−y(1+z2/2). (38)86



×òîáû ýòî ðàñïðåäåëåíèå ïåðåøëî â íåðåëÿòèâèñòñêîå ìàêñâåëëîâñêîå, íàäî ïîëîæèòü z√y/2=zt è ~z√y/2 = ~zt.Ýòî ðàâíîñèëüíî çàìåíå ~p=mc
√

2/y~zt. Òàêèå æå çàìåíû ñäåëàåì è äëÿ âåëè÷èí ñ èíäåêñîì 1.�àçëîæèì ïî ñòåïåíÿì 1/y ≪ 1 âñå âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (34) ñîìíîæèòåëè, óäåðæèâàÿ íóëåâóþ è äâå ïåð-âûõ ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî 1/
√
y. Ïîñêîëüêó ñìåùåíèå ÷àñòîòû ïðè ðàññåÿíèè íà íåðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíàõìàëî, òî â ïðåäïîëîæåíèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ñðåäíåãî ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ìîæíî ðàçëîæèòü è ýòó �óíêöèþ.Ïðè ýòîì àðãóìåíòîì ïîëó÷àþùåéñÿ �óíêöèè áóäåì ñ÷èòàòü íå x, êàê ðàíüøå, à xt. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ òîé æåòî÷íîñòè, ÷òî è äëÿ âñåõ îñòàëüíûõ âåëè÷èí, íàäî ó÷åñòü ñëàãàåìûå â �îðìóëå Òåéëîðà ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé.Îñòàëüíûå ìíîæèòåëè, ñòîÿùèå ïðè äè��åðåíöèàëàõ ïåðåìåííûõ, ïî êîòîðûì âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, òîæåðàñêëàäûâàþòñÿ. Âû÷èñëèâ èíòåãðàëû ïî íàïðàâëåíèÿì, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

∂n

∂t
=
σTne

y

1

x2
t

∂

∂xt

[

x4
t

(

n+ n2 +
∂n

∂xt

)]

. (39)Ýòî óðàâíåíèå, ïðè âûâîäå êîòîðîãî ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëîñòü èçìåíåíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû â ðåçóëüòàòå âçàè-ìîäåéñòâèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé ïðåîáðàçóåòñÿ â äè��åðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, â îáùåéòåîðèè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì òèïà Ôîêêåðà�Ïëàíêà.6.Êîìïòîíèçàöèÿ. Ýòèì ñëîâîì íàçûâàåòñÿ ïðîöåññ �îðìèðîâàíèÿ ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ â õîäå ìíîãîêðàòíîãîêîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ è åãî ðåçóëüòàò. Êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàåòñÿ ýâîëþöèÿ ñïåêòðà îò ìÿãêîãî ê áîëååæåñòêîìó. Äëÿ îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ýòîãî ïðîöåññà îöåíèì èçìåíåíèå ìàëîé ÷àñòîòû �îòîíà.Ïóñòü ìÿãêèé �îòîí ñ ÷àñòîòîé x ðàññåèâàåòñÿ íåðåëÿòèâèñòñêèìè ýëåêòðîíàìè ñ z2 ≪ 1. Òîãäà, êàê ìîæíîïîêàçàòü [45, 81℄, îòíîñèòåëüíîå èçìåíåíèå åãî ÷àñòîòû
∆x

x
=

4

y
− x. (40)Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

dx

du
= x

4

y
− x2. (41)Ïðîèçâîäíàÿ çäåñü áåðåòñÿ ïî áåçðàçìåðíîìó îïòè÷åñêîìó ðàññòîÿíèþ, ñîâïàäàþùåìó ñ ÷èñëîì ðàññåÿíèé.Óðàâíåíèå (41) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè è åãî ðåøåíèå ëåãêî íàõîäèòñÿ:

1

x
= e−4u/y

[

1

x0
+
y

4
(e4u/y − 1)

]

. (42)Ïåðåïèñàííîå â âåëè÷èíàõ xt è t = u/y îíî âûãëÿäèò ïðîùå:
xt = x0

t

e4t

1 +
x0

t

4
(e4t − 1)

(43)è èç íåãî âèäíî, ÷òî ïðè ìàëûõ x0
t è óìåðåííûõ t ÷àñòîòà ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî. Çàòåì ðîñò çàìåäëÿåòñÿ è÷àñòîòà xt ñòðåìèòñÿ ê ñâîåìó àñèìïòîòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ 4. Ìû óâèäèì, ÷òî òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîãî ïðåäåëàðàâíî íå 4, à 3.Äàëåå ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (39) è åãî îáîáùåíèÿ (34), áîëåå òî÷íî îïèñûâàþùèå ìíîãîêðàòíîåðàññåÿíèå. � 3. �åøåíèÿ êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé1. Óðàâíåíèå Êîìïàíåéöà è åãî ñâîéñòâà. Â ýòîì ïàðàãðà�å îïóñòèì èíäåêñ t ó ÷àñòîòû (ââåäåííûé äëÿòîãî, ÷òîáû îòëè÷àòü ÷àñòîòó, èçìåðÿåìóþ â åäèíèöàõ kBT/h, îò ÷àñòîòû, èçìåðÿåìîé â åäèíèöàõ mc2/h) èáóäåì ïèñàòü ïðîñòî x.Óðàâíåíèå (39) çà ñ÷åò âûáîðà åäèíèöû èçìåðåíèÿ âðåìåíè, ðàâíîé y/σTne, ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ áåçïàðàìåòðîâ:

∂n

∂t
=

1

x2

∂

∂x

[

x4

(

n+ n2 +
∂n

∂x

)]

. (44)Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò âðåìåííóþ ýâîëþöèþ îäíîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîì îäíî-ðîäíîì è èçîòðîïíîì ïðîñòðàíñòâå, çàïîëíåííîì ðàâíîâåñíûì íåðåëÿòèâèñòñêèì è íåâûðîæäåííûì ýëåêòðîí-íûì ãàçîì. Îíî áûëî âûâåäåíî À.Ñ.Êîìïàíåéöåì â 1952 ãîäó (îïóáëèêîâàíî [28℄ â 1956 ïîñëå ðàññåêðå÷èâàíèÿ)è íîñèò åãî èìÿ. 87



Óðàâíåíèå Êîìïàíåéöà â ðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
∂nν(t)

∂t
=
σTne

mc

h

ν2

∂

∂ν

[

ν4

(

kBT

h

∂nν(t)

∂ν
+ nν(t) + n2

ν(t)

)]

. (45)Çäåñü nν(t) = n(xt, t) = n(x, t). Â äàëüíåéøåì èçó÷àåì ýòî óðàâíåíèå â �îðìå (44).Èç óðàâíåíèÿ (44), òàê æå êàê è èç (34), âûòåêàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ÷èñëà �îòîíîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåóìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (44) íà x2 è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âñåì ÷àñòîòàì ïîëó÷àåì
d

dt

∞
∫

0

x2n(x, t)dx =

∞
∫

0

∂

∂x

[

x4

(

∂n

∂x
+ n+ n2

)]

dx =

[

x4

(

∂n

∂x
+ n+ n2

)]

∣

∣

∣

∣

∣

x=∞

x=0

= 0. (46)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîå èç òðåõ ñëàãàåìûõ â êðóãëûõ ñêîáêàõ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ Êîìïàíåéöàîïèñûâàåò îòäåëüíûé ý��åêò, à èìåííî: ñëàãàåìîå ñ ïðîèçâîäíîé � ý��åêò Äîïëåðà, n � ý��åêò Êîìïòîíà,à n2 � âûíóæäåííîå ðàññåÿíèå.Óðàâíåíèå (44) íåëèíåéíîå è, ê ñîæàëåíèþ, òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé íå èìååò. Â ðàçíîå âðåìÿ áûëèíàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç (44), åñëè îòáðîñèòü îäíî èëè äâà ñëàãàåìûõ â êðóãëûõñêîáêàõ, ò. å. ïðåíåáðå÷ü îäíèì èç óêàçàííûõ ý��åêòîâ. Ïðèâåäåì âñå ýòè ðåøåíèÿ.2. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå è �óíêöèÿ �ðèíà. Ïðè íåáîëüøèõ ÷èñëàõ çàïîëíåíèÿ n ≪ 1 ìîæíî íå ó÷èòûâàòüâûíóæäåííîå ðàññåÿíèå è â óðàâíåíèè (44) îòáðîñèòü n2. Óðàâíåíèå ïåðåéäåò â ëèíåéíîå:
∂n(x, t)

∂t
=

1

x2

∂

∂x

[

x4

(

∂n

∂x
+ n

)]

. (47)Äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü �óíêöèþ �ðèíà, âûðàæàþùóþ ëþáîå ðåøåíèå ÷åðåç íà÷àëüíîåðàñïðåäåëåíèå �îòîíîâ:
n(x, t) =

∞
∫

0

G(x, x1, t)n(x1, 0)dx1. (48)Ôóíêöèÿ �ðèíà óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ (47):
∂G(x, x1, t)

∂t
=

1

x2

∂

∂x

[

x4

(

∂G

∂x
+G

)]

, (49)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
G(x, x1, 0) = δ(x − x1). (50)Èíòåãðàë (37) äëÿ ýòîé �óíêöèè ïåðåõîäèò â
∞
∫

0

x2G(x, x1, t)dx = x2
1. (51)Ôóíêöèÿ G(x, x1, t) áûëà íàéäåíà À.Ñ.Êîìïàíåéöåì ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî ñîáñòâåííûì �óíêöèÿì (ñ.�.)îïåðàòîðà ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (47). Ïîäðîáíûé âûâîä åå ìåòîäîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïðèâåäåí âñòàòüå [34℄. Ïðè t→ ∞ �óíêöèÿ �ðèíà ñòðåìèòñÿ ê 1

2
x2

1e
−x, òàê ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Êîìïàíåéöàèìåþò ïðåäåëüíóþ ñòàöèîíàðíóþ �îðìó â âèäå �óíêöèè Âèíà n(x,∞) =

1

2
e−x

∞
∫

0

n(x1, 0)x2
1dx1. Äåéñòâèòåëüíî,�óíêöèÿ Ce−x óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òîæäåñòâåííî ïðè ëþáûõ êîý��èöèåíòàõ C.Ôóíêöèÿ x2n(x,∞) èìååò ìàêñèìóì ïðè x = 2. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷àñòîòû ïî âèíîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþðàâíî 3. Ñîîòíîøåíèå (37) âûïîëíÿåòñÿ è ïðè t = ∞. Äëÿ ñðàâíåíèÿ íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî �îðìóëå Ïëàíêàìàêñèìóì ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà �îòîíîâ x2/(ex − 1) ëåæèò ïðè x = 1.59362426014, à ñðåäíÿÿ ÷àñòîòà ðàâíà

2.70117803292.Â ñòàòüå [39℄ áûëè âû÷èñëåíû ñ.�., âõîäÿùèå â �îðìóëó äëÿ �óíêöèè �ðèíà, è ñàìà ýòà �óíêöèÿ. Íà ðèñ. 2è 3 ïðåäñòàâëåíû åå ãðà�èêè ñîîòâåòñòâåííî ïðè x1 = 0.1, 1 è 10, îòðàæàþùèå óêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà. Ïðèýòîì íà ðèñ. 2 äàíà íåïîñðåäñòâåííî �óíêöèÿ �ðèíà, à íà ðèñ. 3 äàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå x2G(x, x1, t).3. Äè��óçèîííîå ðåøåíèå. Åñëè îòáðîñèòü äâà ñëàãàåìûõ n è n2, ÷òî äîïóñòèìî ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ, òîïîëó÷àþùååñÿ óðàâíåíèå
∂n(t, x)

∂t
=

1

x2

∂

∂x

[

x4 ∂n

∂x

] (52)88
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x x�èñ. 3. Ýâîëþöèÿ �óíêöèè x2G(x, x1, t) ïðè x1 = 1 (à) è x1 = 10 (á).òîæå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è äëÿ íåãî îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèÿ �ðèíà òåì æå ðàâåíñòâîì (48), ÷òî è âûøå. Ïîä-ñòàíîâêàìè x = eu−3y, t = y ñ îáðàòíûìè èì y = t, u = 3t + lnx óðàâíåíèå (52) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþäè��óçèè
∂2n

∂u2
=
∂n

∂y
. (53)Ñîîòâåòñòâóþùàÿ �óíêöèÿ �ðèíà â èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ

Gdif(x, x1, t) =
1

2x1

√
πt

exp

(

− 1

4t

(

ln
x

x1
+ 3t

)2
)

. (54)Òàêàÿ �îðìà �óíêöèè �ðèíà áûëà ïîëó÷åíà ß.Á. Çåëüäîâè÷åì è �.À.Ñþíÿåâûì [105℄. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî�óíêöèÿ (54) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì îáùåé �óíêöèè, îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèåì (49), ïðè ìàëûõ ÷àñòîòàõ.Èñïîëüçóÿ äè��óçèîííóþ �óíêöèþ �ðèíà (54), àâòîðû ñòàòüè [15℄ ïîêàçàëè, ÷òî ïëàíêîâñêèé ñïåêòð ìàëûõ÷àñòîò ïðåîáðàçóåòñÿ â íàáîð ïëàíêîâñêèõ ñïåêòðîâ ñ òåìïåðàòóðàìè èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà.4. �åøåíèå ñòàöèîíàðíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Åñëè ïîëå èçëó÷åíèÿ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî óðàâíåíèå(44) ïåðåõîäèò â ñòàöèîíàðíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå Êîìïàíåéöà
1

x2

d

dx

[

x4

(

dn

dx
+ n

)]

= 0. (55)Ýòî óðàâíåíèå ñðàçó ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà
dn

dx
+ n =

C2

x4
. (56)Îáùåå ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

n = C1e
−x + C2e

−x

x
∫

β

ex′ dx′

(x′)4
. (57)Çäåñü β > 0 � íåêîòîðîå ÷èñëî. Âòîðîå ðåøåíèå èìååò ñìûñë òîëüêî ïðè x ≥ β. Âçÿòü β = 0 íåëüçÿ, òàê êàê ýòà�óíêöèÿ ïðè x→ 0 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàê ñèëüíî, ÷òî èíòåãðàë (37) íå ñóùåñòâóåò. Ïåðâîå æå ðåøåíèå89



îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå Âèíà, ò. å. ïðàâèëüíîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå. Âòîðîå ðåøåíèå íàäî, ïî-âèäèìîìó,îòáðîñèòü êàê íå�èçè÷åñêîå.�åøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ âèäà (55), ò. å. ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ñ èñòî÷íèêàìè
1

x2

d

dx

[

x4

(

dn

dx
+ n

)]

= f(x) (58)ìîæíî èñêàòü ìåòîäîì âàðèàöèè ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, îäíàêî åãî ìîæíî ïîëó÷èòü ãîðàçäî ïðîùå. Ïðî-èíòåãðèðóåì óðàâíåíèå ïî x îò 0 äî x:
(

dn

dx
+ n

)

=
1

x4

x
∫

0

x2
1f(x1)dx1. (59)�åøåíèå ïîëó÷èâøåãîñÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîâòîðíûì èíòåãðàëîì

n(x) = e−x

x
∫

0

ex′ dx′

(x′)4

x′
∫

0

x2
1f(x1)dx1 = e−x

x
∫

0

x2
1f(x1)dx1

x
∫

x1

ex′ dx′

(x′)4
. (60)Ôóíêöèÿ �ðèíà, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé, àíàëîãè÷íîé (48):

n(x) =

∞
∫

0

G(x, x1)f(x1)dx1, (61)óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
1

x2

d

dx

[

x4

(

dG

dx
+G

)]

= δ(x− x1) (62)è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ÿâíîì âèäå
G(x, x1) =















e−xx2
1

x
∫

x1

dx′

(x′)4
, x1 ≤ x,

0, x1 ≥ x.

(63)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñòåïåííîãî ñïåêòðà èñòî÷íèêà f(x) = xæ ðåøåíèå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âûðîæäåííóþ ãèïåð-ãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ [34℄:
n(x) =

xæ

æ(æ + 3)
e−xF (æ,æ + 1, x) ∼











xæ

æ(æ + 3)
, x≪ 1,

xæ−1

æ + 3
, x≫ 1.

(64)
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5. �åøåíèå íåäè��óçèîííîãî óðàâíåíèÿ. Íàçîâåì òàê óðàâíåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (44), åñ-ëè â åãî êðóãëûõ ñêîáêàõ îòáðîñèòü ïðîèçâîäíóþ ïî ÷àñòîòå, îïðåäåëÿþùóþ ÷àñòîòíóþ äè��óçèþ �îòîíîâ.Êàê âèäíî èç óðàâíåíèÿ Êîìïàíåéöà â �îðìå (45), ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïðè äîñòàòî÷íî íèçêîé òåìïåðàòóðåýëåêòðîííîãî ãàçà. Óðàâíåíèå ïðèìåò âèä
∂n(x, t)

∂t
=

1

x2

∂

∂x

[

x4
(

n+ n2
)]

. (65)Ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì àâòîìîäåëüíîñòè, à èìåííî äëÿ åãî ðåøåíèé âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ïî-äîáèÿ: ïðè ïðîèçâîëüíîì α > 0
n(αx, t/α) = n(x, t), (66)ò. å. ïðîòèâîïîëîæíîå èçìåíåíèå ìàñøòàáîâ ÷àñòîò è âðåìåíè íå èçìåíÿåò ðåøåíèÿ.Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (65) � ïåðâîãî ïîðÿäêà, ðåøàåì åãî ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê. Óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèåõàðàêòåðèñòèêè (65), çàïèñûâàþòñÿ òàê:

dt = − dx

x2(1 + 2n)
=

dn

3x(n+ n2)
. (67)Ïåðâûìè èíòåãðàëàìè óðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå êîìáèíàöèè ïåðåìåííûõ: x4B = C4 è

4Ct+ 21/2F (φ, 2−1/2), ãäå B = n+ n2,
F (φ, k) =

φ
∫

0

dφ1
√

1 − k2 sin2 φ1

(68)� ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, à
φ = φ(B) = 2 arctg(2−1/2B−1/4). (69)�åøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ, ìîæíî çàïèñàòü â íåÿâíîì âèäå [34℄
t =

F (φ0, 2
−1/2) − F (φ, 2−1/2)

23/2C
, (70)ãäå φ0 = φ(B0(x0)), B0(x) = n(x, 0)[1 + n(x, 0)], C = xB1/4(x) = x0B1/4

0 (x0).Åñëè â íàéäåííîì ðåøåíèè ñ÷èòàòü, ÷òî n≫ 1, ò. å. ÷èñëà çàïîëíåíèÿ �îòîííûõ ñîñòîÿíèé âåëèêè è âûíóæ-äåííîå ðàññåÿíèå èãðàåò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü, òî, ïîäñòàâèâ ïðåäåëüíûå âûðàæåíèÿ B ∼ n2, φ ∼ 21/2n−1/2 ≪
1, F (φ, 2−1/2)∼φ, ñâåäåì ðåøåíèå (70) ê

t =
1

2

[

1

x0n(x0)
− 1

xn(x)

]

. (71)Ýòî ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ß.Á. Çåëüäîâè÷åì è Å.Â.Ëåâè÷åì [16℄, óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
∂n

∂t
− 2x2n

∂n

∂x
= 4xn2. (72)Íà ðèñ. 5, âçÿòîì èç ñòàòüè [34℄, ïîêàçàíî, êàê ýâîëþöèîíèðóåò íà÷àëüíûé ñïåêòð n(x, 0) = xe−x ñîãëàñíîóðàâíåíèþ (65) è åãî ðåøåíèþ (70).Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñïåêòð ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó íèçêèõ ÷àñòîò, ïðè÷åì ñòàíîâèòñÿ âñå êðó÷å. Ñ íåêîòîðîãîìîìåíòà ñïåêòð îïðîêèäûâàåòñÿ, ÷òî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì èç-çà íåÿâíîãî âèäà ðåøåíèÿ. Ïðè÷èíà òàêîãîíå�èçè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñïåêòðà â òîì, ÷òî êîãäà èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ î÷åíü ðåçêî ìåíÿåòñÿ ñ ÷àñòîòîé,íåëüçÿ ïðåíåáðåãàòü ïðîèçâîäíîé â óðàâíåíèè Êîìïàíåéöà, íåñìîòðÿ íà ìàëûé êîý��èöèåíò ïðè íåé. Êðîìåòîãî, è ñàìî ýòî óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ íåàäåêâàòíûì, òàê êàê ïðè åãî âûâîäå ïðåäïîëàãàëàñü âîçìîæíîñòüðàçëîæåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïî �îðìóëå Òåéëîðà, êîòîðàÿ îòñóòñòâóåò ïðè áîëüøîé ïðîèçâîäíîé ïî ÷àñòîòå.Òîò æå ý��åêò âîçíèêàåò â ðåøåíèè (71), ÷òî ìîæíî ïîêàçàòü è áåç âû÷èñëåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, îäíî èçóðàâíåíèé õàðàêòåðèñòèê óðàâíåíèÿ (72) ãëàñèò: dx

dt
= −2x2n, ò. å. ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ÷àñòîòû x ñî âðåìåíåìîòðèöàòåëüíà è ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷èíå n. Ïîýòîìó ÷åì âûøå òî÷êà íà êðèâîé ðåøåíèÿ, òåì áûñòðåå îíàïðîäâèãàåòñÿ â ñòîðîíó ìåíüøèõ ÷àñòîò.Ý��åêò ïåðåõëåñòà ñïåêòðà èíòåðïðåòèðîâàëñÿ àâòîðàìè [16℄ êàê ïîÿâëåíèå óäàðíîé âîëíû â ÷àñòîòíîìñïåêòðå èçëó÷åíèÿ. Äëÿ âûÿñíåíèÿ åãî ðåàëüíîãî ñìûñëà íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü ðåøåíèÿ áåç ïðåíåáðåæåíèÿïðîèçâîäíîé ïî ÷àñòîòå èëè òî÷íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ÷èñëåííî.91



lg x2n(x, t)
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lg x�èñ. 5. �åøåíèÿ íåäè��óçèîííîãî óðàâíåíèÿ.7. Ýâîëþöèÿ îäíîðîäíîãî ïîëÿ èçëó÷åíèÿ. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (34) ïðè ìàêñâåë-ëîâñêèõ ýëåêòðîíàõ ñ íèçêîé òåìïåðàòóðîé áåç ó÷åòà âûíóæäåííîãî ðàññåÿíèÿ ïîëíîñòüþ ñîâïàëè ñ ðåøåíèÿìèëèíåéíîãî æå óðàâíåíèÿ Êîìïàíåéöà. Èíäóöèðîâàííîå ðàññåÿíèå, ïðèâîäÿùåå ê íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé, îá-íàðóæèâàåò òàêèå îñîáåííîñòè ðåøåíèé, êîòîðûå òîëüêî óãàäûâàëèñü ïðè ðàññìîòðåíèè ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ,îáñóæäàâøèõñÿ âûøå.Êîíå÷íî, ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Êîìïàíåéöà íèêàêèõ ïåðåõëåñòîâ íå âîçíèêàåò. Âìåñòå ñ òåìðåøåíèÿ îáëàäàþò íåêîòîðûìè îñîáåííîñòÿìè.Äåëî â òîì, ÷òî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ �îòîíîâ ïîýíåðãèÿì, ïðè êîòîðûõ ïîëíîå ÷èñëî �îòîíîâ êîíå÷íî, îáÿçàòåëüíî ýâîëþöèîíèðóþò ê ðàâíîâåñíîìó âèíîâ-ñêîìó ñïåêòðó. Ýòî íå âñåãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì. Äëÿ íèõ ïðåäåëüíûìÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå Áîçå�Ýéíøòåéíà, íî ñîãëàñíî ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîëíîå ÷èñëî �îòîíîâ íå ìîæåòáûòü ïðîèçâîëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäåëüíîå áåçðàçìåðíîå ñðåäíåå ÷èñëî çàïîëíåíèÿ �îòîííûõ ñîñòîÿíèéèìååò îãðàíè÷åíèå
∞
∫

0

x2dx

exp(x− µ) − 1
≤

∞
∫

0

x2dx

exp(x) − 1
= 2.4041138. (73)Åñëè âåëè÷èíà èíòåãðàëà (37) äëÿ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N0 ïðåâîñõîäèò ýòó ãðàíèöó, òî ïðåäåëüíîãî ðàñ-ïðåäåëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò. à á
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x x�èñ. 6. Ýâîëþöèÿ äåëüòàîáðàçíûõ íà÷àëüíûõ ñïåêòðîâ:à � ïðè N0 = 10, á � ïðè N0 = 50.Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè �óíêöèè x2n(x, t), âû÷èñëåííîé â ðàáîòå [42℄ ïðè íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëå-íèÿõ, èìèòèðóþùèõ äåëüòà-�óíêöèþ:
n(x, 0) =

N0√
πε
e−(x−x1)

2/ε2

. (74)Ïðè ðàñ÷åòàõ áðàëîñü çíà÷åíèå ε = 0.01. Åñëè ïðè N0 ≤ 1 ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èìåþò òîò æåõàðàêòåð, ÷òî è íà ðèñ. 3, òî ñ óâåëè÷åíèåì ýòîãî ïàðàìåòðà ñèíãóëÿðíîñòü ðåøåíèé, âûðàæàþùàÿñÿ â êðóòèçíåñïåêòðà è ñêîðîñòè åãî ïðèáëèæåíèÿ ê îñè îðäèíàò, âîçðàñòàåò.Íà ðèñ. 7 èç òîé æå ðàáîòû [42℄ ïîêàçàíà ýâîëþöèÿ ñïåêòðà èçëó÷åíèÿ ïðè íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ
n(x, 0) =

8N0

3
xe−2x. (75)92
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x x�èñ. 7. Ýâîëþöèÿ ñòåïåííî-ïîêàçàòåëüíûõ íà÷àëüíûõ ñïåêòðîâ (75):à � ïðè N0 = 1, á � ïðè N0 = 50.Åñëè N0 = 1, íèêàêèõ îñîáåííîñòåé â ïîâåäåíèè ðåøåíèÿ íå âîçíèêàåò: îíî ïëàâíî ýâîëþöèîíèðóåò ê ðàñ-ïðåäåëåíèþ Áîçå�Ýéíøòåéíà. Íàïðîòèâ, ïðè N0 = 50 ñ ïðèáëèæåíèåì ê îñè îðäèíàò âîçíèêàþò âûñòóïû,íàïîìèíàþùèå óäàðíûå �ðîíòû èëè êâàçèëèíèè. �åøåíèÿ òî÷íîãî, èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ äåìîíñòðèðóþòóêàçàííûå ÿâëåíèÿ åùå â áîëüøåé ñòåïåíè, ÷åì ïîëó÷åííûå â ïðèáëèæåíèè Êîìïàíåéöà.Çäåñü ìû ïðèâåëè ðåøåíèÿ óðàâíåíèé, ó÷èòûâàþùèõ òîëüêî êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå. Êîíå÷íî, íåîáõîäèìîïðèíèìàòü âî âíèìàíèå è äðóãèå ìåõàíèçìû èçëó÷åíèÿ è ïîãëîùåíèÿ �îòîíîâ. Íàïðèìåð, òîðìîçíîé ìåõàíèçì,ñ êîòîðûì ñðàâíèâàëîñü êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå â � 1, äîëæåí ý��åêòèâíî ïîãëîùàòü �îòîíû ìàëûõ ÷àñòîòè ïðåïÿòñòâîâàòü èõ íàêîïëåíèþ. �åçóëüòèðóþùèé ñïåêòð ïðè ýòîì äîëæåí áûòü ïëàíêîâñêèì.Â çàêëþ÷åíèå óêàæåì îáúåêòû, â êîòîðûõ îñóùåñòâëÿþòñÿ óñëîâèÿ äëÿ áîëüøîé ðîëè êîìïòîíîâñêîãî ðàñ-ñåÿíèÿ. � 4. Àñòðî�èçè÷åñêèå îáúåêòû ñ áîëüøîé ðîëüþ êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ1. Äæåòû èç àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê. Êàê ïîêàçûâàþò íàáëþäåíèÿ [75, 82℄, èç àêòèâíûõ ÿäåð ãàëàêòèê(Àß�), â öåíòðå êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ÷åðíàÿ äûðà ìàññîé â 108 ÷ 109M⊙, ïðîèñõîäÿò âûáðîñû, íàçûâàåìûåäæåòàìè. Ñàìàÿ ðàñïðîñòðàíåííàÿ ìîäåëü äæåòà � ñòðóÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ñãóñòêîâ. Â õîäå ýâîëþöèè ñãóñòêîâíàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ â íèõ óìåíüøàåòñÿ îò ∼ 1 �ñ äî 10−6 �ñ, à åãî ýíåðãèÿ êàê-òî ïðè ïîñðåäñòâåïðîòîíîâ ïåðåõîäèò ê ýëåêòðîíàì, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè. Ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ ïðåâîñ-õîäÿò èõ ýíåðãèþ ïîêîÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ (ýíåðãèÿ ïîêîÿ ýëåêòðîíà ñîîòâåòñòâóåò òåìïåðàòóðå 6 · 109 Ê).Ýëåêòðîíû â ìàãíèòíîì ïîëå èçëó÷àþò ñèíõðîòðîííûì ìåõàíèçìîì �îòîíû â ðàäèîäèàïàçîíå. Èçëó÷åííûå�îòîíû ðàññåèâàþòñÿ òåìè æå ýëåêòðîíàìè è ñèëüíî óâåëè÷èâàþò ñâîþ ýíåðãèþ, ïåðåõîäÿ â áîëåå ýíåðãè÷íóþ÷àñòü ñïåêòðà, â îïòèêó, ðåíòãåíîâñêèé è ãàììà-äèàïàçîíû. Ýòîò ìåõàíèçì íàçûâàåòñÿ ñèíõðîêîìïòîíîâñêèì(ïî-àíãëèéñêè syn
hrotron self-Compton). �àçëè÷íûå ìîäåëè ñâå÷åíèÿ òàêèõ èñòî÷íèêîâ îáñóæäàþòñÿ â ðàáîòàõ[76, 64℄.Îáû÷íî ïðèíèìàåòñÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîíîâ ïî èìïóëüñàì èçîòðîïíî, à ïî ýíåðãèÿì ñòåïåííîå γ−pñ õàðàêòåðíûìè çíà÷åíèÿìè γ ïîðÿäêà 102�107 è áîëüøå. Òîãäà ñèíõðîòðîííîå èçëó÷åíèå òîæå èìååò ñòåïåííîéñïåêòð, ïðîïîðöèîíàëüíûé ν−(p−1)/2 (ñì. �ëàâó III). Â ðåçóëüòàòå äåéñòâèÿ êîìïòîíîâñêîãî ìåõàíèçìà â ãàììà-äèàïàçîíå ñïåêòðà âîçíèêàåò òàê íàçûâàåìûé áàìï (bump), ò. å. ãîðá. Íà áîëåå âûñîêèõ ÷àñòîòàõ èíòåíñèâíîñòüñïåêòðà ïî ðàçëè÷íûì ïðè÷èíàì áûñòðî ñïàäàåò (çàâàë ñïåêòðà). ×åì äàëüøå ïðîñòèðàåòñÿ ñòåïåííîé ñïåêòðýëåêòðîíîâ, òåì íà á�îëüøèõ ÷àñòîòàõ ïðîèñõîäèò çàâàë.Ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ ïåðåõîäèò ê �îòîíàì, êîòîðûå ïîêèäàþò äæåò. Äëÿ ïîääåðæàíèÿ ñâå÷åíèÿ íåîáõîäèìàïîäêà÷êà ýíåðãèè ýëåêòðîííîìó ãàçó. Èìååòñÿ íåñêîëüêî ìîäåëåé òàêîé ïîäêà÷êè. Âîçìîæíà íåïðåðûâíàÿ èí-æåêöèÿ ðåëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ èëè èõ óñêîðåíèå êàêèì-íèáóäü ìåõàíèçìîì. Èñòî÷íèêîì ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿÿäðî ãàëàêòèêè (
entral engine). Íà ïðîòÿæåíèè çàìåòíîãî âðåìåíè ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíûé ðåæèì ñâå÷åíèÿ.2. Íåéòðîííûå çâåçäû è ÷åðíûå äûðû â äâîéíûõ ñèñòåìàõ. Â òàêèõ ñèñòåìàõ ïðîèñõîäèò ïåðåòåêàíèå âåùå-ñòâà ñ îáû÷íîé çâåçäû íà êîìïàêòíóþ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîêðóã ïîñëåäíåé îáðàçóåòñÿ àêêðåöèîííûé äèñê [61℄.Òåîðèÿ àêêðåöèîííûõ äèñêîâ èçëîæåíà âî ìíîãèõ êíèãàõ, íàïðèìåð, â [66℄.Âî âíóòðåííåé ÷àñòè äèñêà, áëèçêîé ê àêêðåöèðóþùåìó êîìïàêòíîìó îáúåêòó, òåìïåðàòóðà î÷åíü áîëüøàÿ,òàì ãîðÿ÷èé ýëåêòðîííûé ãàç ðàññåèâàåò �îòîíû, èçëó÷àåìûå êàêèì-íèáóäü ïåðâè÷íûì ìåõàíèçìîì: ñèíõðî-òðîííûì, òîðìîçíûì èëè äâîéíûì êîìïòîíîâñêèì. �àññåÿííûå �îòîíû ìîãóò ðîæäàòü ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûåïàðû, â ñâîþ î÷åðåäü àííèãèëèðóþùèå è äàþùèå �îòîíû äëÿ ïîñëåäóþùèõ êàñêàäíûõ ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ,ðîæäåíèÿ è àííèãèëÿöèè ïàð [67℄.Êîìïòîíîâñêîìó ðàññåÿíèþ îáÿçàíî è �îðìèðîâàíèå ñïåêòðà àêêðåöèðóþùèõ âåùåñòâî îäèíî÷íûõ íåéòðîí-íûõ çâåçä [13℄. 93



Èç ïîëÿðíûõ îáëàñòåé çâåçä, îêðóæåííûõ äèñêàìè, âûáðàñûâàþòñÿ äæåòû, ìàñøòàá êîòîðûõ çíà÷èòåëüíîìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå Àß�, òàê êàê ìàññà íåéòðîííîé çâåçäû èëè ÷åðíîé äûðû çäåñü ïîðÿäêà ìàññû Ñîëíöà.Ìîæíî äóìàòü, îäíàêî, ÷òî ÿâëåíèÿ, ïðîèñõîäÿùèå â Àß� è â äâîéíûõ ñèñòåìàõ, ïîäîáíû, òàê ÷òî èçó÷åíèåâíóòðèãàëàêòè÷åñêèõ äæåòîâ ïîìîãàåò ïîíÿòü ïðèðîäó àêòèâíîñòè Àß�, òàê êàê îíè íàõîäÿòñÿ ãîðàçäî áëèæåê íàì è áîëåå äîñòóïíû äëÿ íàáëþäåíèé, à ãëàâíîå, âðåìåííûå, ïðîñòðàíñòâåííûå è ýíåðãåòè÷åñêèå ìàñøòàáûïðîöåññîâ íà íèõ íà ïîðÿäêè ìåíüøå. Íåêîòîðûå àâòîðû äâîéíûå ñèñòåìû ñ âûáðîñàìè âåùåñòâà íàçûâàþòìèíè- è ìèêðîêâàçàðàìè [78℄. Ïðîáëåìàì îáðàçîâàíèÿ, ñòðîåíèÿ è ñâå÷åíèÿ äèñêîâ è äæåòîâ èç íèõ ïîñâÿùåíûìíîãèå ñòàòüè ñáîðíèêîâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìû óïîìèíàëè [61, 96℄.3. �îðÿ÷èå êîðîíû àêêðåöèîííûõ äèñêîâ. Àêêðåöèîííûå äèñêè îáðàçóþòñÿ îêîëî êîìïàêòíûõ îáúåêòîâ (íåé-òðîííûõ çâåçä èëè ÷åðíûõ äûð çâåçäíûõ ìàññ) èëè âîêðóã ÷åðíûõ äûð â öåíòðå ãàëàêòèê. Âåùåñòâî äèñêîââî âíåøíèõ èõ ÷àñòÿõ èìååò òåìïåðàòóðó ïîðÿäêà 105 Ê, ò. å. ÷àñòèöû òàì íåðåëÿòèâèñòñêèå. Îäíàêî êîðîíûòàêèõ äèñêîâ, ò. å. áîëåå ðàçðåæåííûå èõ îáîëî÷êè, èìåþò òåìïåðàòóðó 109÷1010 Ê (àíàëîãè÷íî, ýëåêòðîíûâ êîðîíå Ñîëíöà, òåìïåðàòóðà ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî 6000 Ê, èìåþò òåìïåðàòóðó ïîðÿäêà 106 Ê). Ìåõàíèçìûíàãðåâà âåùåñòâà êîðîíû ìîãóò áûòü àíàëîãè÷íû òåì, êîòîðûå äåéñòâóþò íà Ñîëíöå.Êîðîíû äèñêîâ îïòè÷åñêè î÷åíü òîíêèå, òàê ÷òî â íèõ ðàññåèâàåòñÿ òîëüêî ìàëàÿ äîëÿ èçëó÷åíèÿ, èäóùåãîîò äèñêà. Îäíàêî ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå îêàçûâàåòñÿ â ðåíòãåíîâñêîì è ãàììà-äèàïàçîíå, ãäå èçëó÷åíèÿ äîðàññåÿíèÿ íå áûëî ñîâñåì è ãäå îíî ñòàíîâèòñÿ äîñòóïíûì íàáëþäåíèþ, òàê êàê ðàññåÿííûå �îòîíû òàì î÷åíüýíåðãè÷íû [84℄.Íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå âçàèìíîå âëèÿíèå êîðîíû è äèñêà äðóã íà äðóãà [83℄. Ñðàâíèòåëüíî ìÿã-êèå (ÓÔ) �îòîíû äèñêà, ïîïàäàÿ â êîðîíó è ðàññåèâàÿñü ðåëÿòèâèñòñêèìè ýëåêòðîíàìè, ïðèîáðåòàþò áîëüøóþýíåðãèþ è ñïîñîáíîñòü ðîæäàòü ïàðû. Â ñâîþ î÷åðåäü ðàññåÿííîå â êîðîíå èçëó÷åíèå ÷àñòè÷íî âîçâðàùàåòñÿ âäèñê è ðàçîãðåâàåò åãî.Ñèíõðîêîìïòîíîâñêèé ìåõàíèçì èçëó÷åíèÿ â òàêèõ èñòî÷íèêàõ òàêæå èçó÷àëñÿ, íàïðèìåð, â ðàáîòå [100℄.4. �åëèêòîâîå èçëó÷åíèå. Ñîãëàñíî ìîäåëè ãîðÿ÷åé Âñåëåííîé íà ðàííèõ ýòàïàõ åå ýâîëþöèè îíà èìåëà î÷åíüâûñîêóþ òåìïåðàòóðó, òàê ÷òî âåùåñòâî áûëî ïîëíîñòüþ èîíèçîâàíî, à èçëó÷åíèå íàõîäèëîñü â ðàâíîâåñèè ñâåùåñòâîì. Ñïåêòð èçëó÷åíèÿ áûë ÷èñòî ïëàíêîâñêèì. Íåñêîëüêî ïðîöåññîâ âîçìóùàëè ýòîò ñïåêòð. Â îïðåäå-ëåííûå ýïîõè îñòûâàíèÿ Âñåëåííîé ïðîèçîøëè àííèãèëÿöèÿ âåùåñòâà è àíòèâåùåñòâà, à çàòåì ðåêîìáèíàöèÿýëåêòðîíîâ ñ àòîìàìè. Â õîäå ðàñøèðåíèÿ è, êàê ñëåäñòâèå, îñòûâàíèÿ âåùåñòâî è èçëó÷åíèå ðàçäåëèëèñü. Îä-íàêî èçëó÷åíèå âñå âðåìÿ îñòàâàëîñü ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ ïëàíêîâñêèì. Îíî äîøëî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ââèäå ìèêðîâîëíîâîãî êîñìè÷åñêîãî �îíà, êîòîðûé íàçûâàþò òàêæå, ïîä÷åðêèâàÿ åãî ïðîèñõîæäåíèå îò ðàííèõýïîõ ðàçâèòèÿ Âñåëåííîé, ðåëèêòîâûì èçëó÷åíèåì (�È) [17℄.Ïîñëå ýïîõè ðåêîìáèíàöèè îáðàçîâàëèñü êðóïíîìàñøòàáíûå ñòðóêòóðû Âñåëåííîé: ãàëàêòèêè è ñêîïëåíèÿãàëàêòèê. Ïðè ýòèõ ïðîöåññàõ òàêæå âûäåëÿëàñü çíà÷èòåëüíàÿ ýíåðãèÿ. Òàì, ãäå îáðàçîâàëèñü ïåðâè÷íûå ñòðóê-òóðû, èçëó÷åíèå ïîëó÷èëî äîïîëíèòåëüíûé âêëàä ýíåðãèè è âîçíèêëè ëîêàëüíûå îòêëîíåíèÿ îò òåïëîâîãîñïåêòðà. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îòêëîíåíèÿ ëîêàëüíîé èíòåíñèâíîñòè îò ñðåäíåé çàìûâàëèñü ïðè ðàññåÿíèè íàýëåêòðîíàõ, íî âñå æå êàêèå-òî èñêàæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâåííîì ðàñïðåäåëåíèè èçëó÷åíèÿ, êîòîðîå òåïåðü íà-áëþäàåòñÿ â ðàäèîäèàïàçîíå êàê ðåëèêòîâûé òåïëîâîé �îí ñ òåìïåðàòóðîé 2.7 Ê, äîëæíû îñòàòüñÿ. �àñ÷åòçàìûâàíèÿ è îñòàòî÷íîé àíèçîòðîïèè ðåëèêòîâîãî èçëó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ êîñìîëîãèè.Èñêàæåíèÿ ñïåêòðà è èõ äàëüíåéøàÿ ýâîëþöèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè òàêæå îïðåäåëÿþòñÿ ðàññåÿíèåì. Ïðèðàñ÷åòàõ èñêàæåíèé ñïåêòðà ïðèìåíÿåòñÿ óðàâíåíèå Êîìïàíåéöà [15, 22, 102℄. Èñêàæåíèÿ èçîòðîïèè �È è åãîñïåêòðà ïî òåîðåòè÷åñêèì îöåíêàì ñîñòàâëÿþò â íàñòîÿùåå âðåìÿ 10−5 îò èíòåíñèâíîñòè �È è íàáëþäàþòñÿ.Äâèæåíèÿ ïåðâè÷íûõ ñòðóêòóð Âñåëåííîé ìîãóò ïîðîæäàòü ïîëÿðèçàöèþ èçëó÷åíèÿ [65℄. Îæèäàåìàÿ ñòå-ïåíü ïîëÿðèçàöèè âîçìóùåíèé �È äîñòèãàåò 10 %, ò. å. 10−6 îò èíòåíñèâíîñòè ñàìîãî �È. Â íàñòîÿùåå âðåìÿòåõíè÷åñêèå âîçìîæíîñòè àïïàðàòóðû â ðàäèî-äèàïàçîíå ïîäîøëè ê òàêîìó óðîâíþ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò íàáëþ-äàòü âñå ýòè ÿâëåíèÿ.5. �îðÿ÷èé ãàç â ñêîïëåíèÿõ ãàëàêòèê. Èç íàáëþäåíèé êîíòèíóóìà è ëèíèé â ðåíòãåíîâñêîé îáëàñòè ñïåê-òðà ñëåäóåò, ÷òî â áîãàòûõ ñêîïëåíèÿõ ãàëàêòèê èìååòñÿ ãîðÿ÷èé ýëåêòðîííûé ãàç ñ òåìïåðàòóðîé ïîðÿäêà 108Ê. Ìàññà ãàçà ñðàâíèìà ñ ìàññîé ñîñòàâëÿþùèõ ñêîïëåíèå ãàëàêòèê (è äàæå áîëüøå åå). Ýòîò ãàç ðàññåèâàåòìèêðîâîëíîâîå ðåëèêòîâîå èçëó÷åíèå (�È) è ñäâèãàåò åãî ñïåêòð â ñòîðîíó á�îëüøèõ ÷àñòîò. Ôîòîíû ïîëó÷àþòäîïîëíèòåëüíóþ, õîòÿ íå î÷åíü áîëüøóþ, íî ñðàâíèìóþ ñ èñõîäíîé ýíåðãèþ, òàê ÷òî íà ìàëûõ äëèíàõ âîëí èçëó-÷åíèå óñèëèâàåòñÿ, à íà áîëåå äëèííûõ � îñëàáëÿåòñÿ. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ý��åêòîì Ñþíÿåâà�Çåëüäîâè÷à[19℄. Îáçîð íàáëþäàòåëüíûõ äàííûõ è òåîðèè ýòîãî ý��åêòà ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [86℄.Õàðàêòåð èñêàæåíèÿ ñïåêòðà îòðàæàåò òàêæå ïåêóëÿðíîå äâèæåíèå ñêîïëåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ðåëèêòîâî-ìó �îíó. Ýòî æå äâèæåíèå ìîæåò ñîçäàâàòü ïîëÿðèçàöèþ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ. Íàáëþäåíèÿ õîäà èçìåíåíèÿñïåêòðà è ïîëÿðèçàöèè �È ïî òåëó íå î÷åíü äàëåêèõ ñêîïëåíèé äàåò âîçìîæíîñòü âûÿâèòü ðàñïðåäåëåíèÿïëîòíîñòè, òåìïåðàòóðû è ìàêðîñêîïè÷åñêîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ýëåêòðîííîãî ãàçà â ñêîïëåíèÿõ [85, 103℄. Îä-íîâðåìåííî íàáëþäåíèÿ �È â ðàäèîäèàïàçîíå âìåñòå ñ ðåíòãåíîâñêèìè ïîçâîëÿþò óòî÷íèòü ïàðàìåòðû êîñìî-ëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé [86℄. 94



6. Äðóãèå îáúåêòû. Êîìïòîíîâñêîå ðàññåÿíèå èãðàåò çàìåòíóþ ðîëü è â ðÿäå îáúåêòîâ, îòëè÷íûõ îò óêàçàí-íûõ âûøå. Íàïðèìåð, ìåæçâåçäíîå èçëó÷åíèå â �àëàêòèêå ðàññåèâàåòñÿ ýíåðãè÷íûìè ýëåêòðîíàìè êîñìè÷åñêèõëó÷åé [80℄. Ýòî èçëó÷åíèå ñèëüíî íåèçîòðîïíî, òàê êàê èäåò â îñíîâíîì îò ãàëàêòè÷åñêîé ïëîñêîñòè. Åãî ïðåîá-ðàçîâàíèå â æåñòêèå äèàïàçîíû ìåøàåò èçó÷åíèþ èçëó÷åíèÿ òåõ æå äèàïàçîíîâ êîñìè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ.�àññ÷èòûâàþòñÿ ìîäåëè çâåçäíûõ àòìîñ�åð ñ ó÷åòîì êîìïòîíîâñêîãî ðàññåÿíèÿ ðåíòãåíîâñêîãî èçëó÷åíèÿíåêîòîðîãî âíåøíåãî èñòî÷íèêà, íàïðèìåð, àêêðåöèîííîãî äèñêà [74℄.Â ðàáîòå [31℄ ïîêàçàíî, ÷òî íåëèíåéíûé (èíäóöèðîâàííûé) ý��åêò Êîìïòîíà ñïîñîáñòâóåò íàãðåâó âåùåñòâàâíåøíèõ îáîëî÷åê Àß� è ïóëüñàðîâ.
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�ëàâà VII. Äâóõ�îòîííûå ðîæäåíèå è àííèãèëÿöèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð� 1. Îïèñàíèå ïðîöåññîâ1. Îïèñàíèå ïðîöåññîâ ñ ïàðàìè. Â ðåëÿòèâèñòñêèõ àñòðî�èçè÷åñêèõ îáúåêòàõ, òàêèõ êàê àêòèâíûå ÿäðàãàëàêòèê (Àß�), êîðîíû è âíóòðåííèå îáëàñòè àêêðåöèîííûõ äèñêîâ âîêðóã íåéòðîííûõ çâåçä è ÷åðíûõ äûð,íàðÿäó ñ êîìïòîíîâñêèì ðàññåÿíèåì áîëüøóþ ðîëü èãðàþò ïðîöåññû, ñâÿçàííûå ñ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûìè ïà-ðàìè. Â õîäå êîìïòîíèçàöèè �îòîíû íàáèðàþò ýíåðãèþ è ñòàíîâÿòñÿ ñïîñîáíûìè ðîæäàòü ïàðû. Ïîñëåäóþùàÿèõ àííèãèëÿöèÿ ïîðîæäàåò êàñêàäíûå ïåðåõîäû �îòîíîâ â ÷àñòèöû è îáðàòíî. Ýòè ïðîöåññû ó÷èòûâàþòñÿïðè ðàñ÷åòàõ ìîäåëåé Àß� [97, 95, 73℄ è àêêðåöèîííûõ äèñêîâ [99, 60℄, à òàêæå èíòåðïðåòàöèè íàáëþäåíèéãàììà-âñïëåñêîâ [73℄ è êîìïàêòíûõ ðåíòãåíîâñêèõ èñòî÷íèêîâ [94℄.Âûðàæåíèÿ äëÿ èçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîãî ãàçà è äëÿ êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿïðè ðîæäåíèè ïàð áûëè ïîëó÷åíû â ñòàòüÿõ [90, 91, 92℄, ðåçóëüòàòû êîòîðûõ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ. Â íàñòîÿùåéãëàâå äàäèì îïèñàíèå ýòèõ ïðîöåññîâ, ñëåäóÿ óêàçàííûì ðàáîòàì, à òàêæå ñòàòüÿì [35, 40℄.Â ïåðâûõ íåñêîëüêèõ ïóíêòàõ ýòîãî ïàðàãðà�à ïðèâåäåì �îðìóëû è ñîîòíîøåíèÿ, îáùèå äëÿ îáîèõ äâóõ-�îòîííûõ ïðîöåññîâ: àííèãèëÿöèè è ðîæäåíèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû. Áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â îñíîâíîìáåçðàçìåðíûìè îáîçíà÷åíèÿìè è ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ñèñòåìîé åäèíèö (�ÊÑÅ).Ýëåêòðîíû è ïîçèòðîíû áóäåì íàçûâàòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè ÷àñòèöàìè ñ ìàññîé èëè ïðîñòî ÷àñòèöàìè, õîòÿ�îòîíû òîæå ÷àñòèöû, íî ñ íóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ. Òðåõìåðíûå è ÷åòûðåõìåðíûå, ðàçìåðíûå è áåçðàçìåðíûåèìïóëüñû ÷àñòèö è �îòîíîâ â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà áóäåì îáîçíà÷àòü òî÷íî òàê æå, êàê è â ïðåäû-äóùåé ãëàâå. Çàìåòèì, ÷òî ðÿä îáîçíà÷åíèé â ýòèõ ãëàâàõ îäèíàêîâû, íî íåêîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîëíîñòüþñîâïàäàþùèì, à äðóãèå ðàçëè÷íûì âåëè÷èíàì. Äëÿ ðàçëè÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ýëåêòðîíîâ è ïîçèòðîíîâ áóäåìñíàáæàòü âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ ê íèì, ñîîòâåòñòâóþùèìè èíäåêñàìè ∓, íàïðèìåð, z∓. ×òî êàñàåòñÿ ó÷àñò-âóþùèõ â ðåàêöèÿõ �îòîíîâ, òî îíè ðàâíîïðàâíû, íî çà îäíèì èç íèõ ìû áóäåì ñëåäèòü, ò. å. äëÿ íåãî áóäåò�îðìóëèðîâàòüñÿ êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå è ò.ï. Åãî áóäåì íàçûâàòü îñíîâíûì è ïðèâîäèòü åãî õàðàêòåðèñòèêèáåç èíäåêñîâ. Âñå âåëè÷èíû, îòíîñÿùèåñÿ êî âòîðîìó �îòîíó áóäåì îòìå÷àòü èíäåêñîì 1.Ïðîöåññ äâóõ�îòîííîé àííèãèëÿöèè ÿâëÿåòñÿ, êàê ãîâîðÿò, äðóãèì êàíàëîì òîé æå ðåàêöèè, ÷òî è êîìïòî-íîâñêîå ðàññåÿíèå, è îïèñûâàåòñÿ ïîõîæèìè äèàãðàììàìè Ôåéíìàíà (ðèñ. 1), ó êîòîðûõ îäíàêî íà÷àëüíûå èêîíå÷íûå ñîñòîÿíèÿ èçìåíåíû. �îæäåíèþ ïàðû îòâå÷àþò òå æå äèàãðàììû, ÷òî è íà ðèñ. 1, íî ïåðåâåðíóòûå.
~k ~k1

~k1
~k

~p+ ~p− ~p+ ~p−�èñ. 1. Äèàãðàììû Ôåéíìàíà äëÿ àííèãèëÿöèè ïàð.Ââåäåì áåçðàçìåðíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñóìì èìïóëüñîâ è äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé
p
+

+ p− = {p0+ + p0−, ~p+ + ~p−} = mcs = mc{s0, ~s}, (1)
k k1 = m2c2q, p−k = m2c2ξ, p−k1 = m2c2ξ1, (2)òàê ÷òî

s = {s0, ~s}=z++z−={γ++γ−, ~z++~z−}, x x1 =q, z−x=ξ, z−x1 =ξ1. (3)Îáîçíà÷èì òàêæå êîñèíóñû óãëîâ ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè èìïóëüñîâ ÷àñòèö è èìïóëüñîâ �îòîíîâ:
ζ = ~Ω+

~Ω−, µ = ~ω~ω1. (4)Òîãäà
~z+~z− = z+z−ζ, ~x~x1 = xx1µ, x x1 = xx1(1 − µ) = q. (5)2. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è èõ ñëåäñòâèÿ. Ïðè ðîæäåíèè ïàðû ýëåêòðîí-ïîçèòðîí äâóìÿ �îòîíàìè è ïðè îáðàò-íîì ïðîöåññå � äâóõ�îòîííîé àííèãèëÿöèè � âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà, êîòîðûåâ áåçðàçìåðíîì âèäå ãëàñÿò

z++z−=x+ x1 =s, γ++γ−=x+x1 =s0, z+~Ω++z−~Ω−=x~ω+x1~ω1 =~s. (6)96



Âîçâåäåíèå ÷åòûðåõìåðíîãî ðàâåíñòâà (6) â êâàäðàò äàåò
1 + z+z− = x x1 =

s2

2
=
s20 − s2

2
= q. (7)Òàêîå æå âîçâåäåíèå (6) â êâàäðàò ïîñëå ïåðåíåñåíèÿ â äðóãóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà èìïóëüñîâ îäíîãî èç �îòîíîâ è(íàïðèìåð) ýëåêòðîíà ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì

z+x = z−x1 = ξ1, z+x1 = z−x = ξ. (8)Íàêîíåö, ïîñëå óìíîæåíèÿ (6) íà èìïóëüñû �îòîíîâ ïîëó÷àåì
x(z+ + z−) = x1(z+ + z−) = xx1. (9)Cëåäñòâèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü òàêæå â âèäå

s20 − s2 = 2q, s2 = x2 + x2
1 + 2xx1µ = z2

− + z2
+ + 2z−z+ζ, (10)

z+s=z−s=x s=x1s=ξ+ξ1=q, z−x=z+x1 =ξ, z−~x1 =z+x=ξ1, (11)
z+z−=γ+γ−−z+z−ζ=q−1. (12)Èç ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ â (10) âûòåêàåò óñëîâèå, êîòîðîå íàêëàäûâàåòñÿ íà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ s0 è q:
s2 = s20 − 2q ≥ 0, s0 ≥

√

2q. (13)Êàêèìè áû íè áûëè èìïóëüñû ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà, âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
z+z− ≥ 1 èëè γ+γ− ≥ 1 + ~z+~z−, (14)êîòîðîå ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò ïðèâîäèòñÿ ê î÷åâèäíîìó íåðàâåíñòâó |~z+ − ~z−|2 + |~z+ × ~z−|2 ≥ 0. Èç (12)è (14) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî äëÿ èìïóëüñîâ �îòîíîâ:
q = xx1(1 − µ) ≥ 2, xx1 ≥ 2

1 − µ
. (15)Âî âñÿêîì ñëó÷àå xx1 ≥ 1. Íå ëþáûå �îòîíû ìîãóò ðîäèòü ïàðó èëè îáðàçîâàòüñÿ ïðè åå àííèãèëÿöèè.3. Ñèñòåìà öåíòðà ìàññ. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà ìàññ îáà �îòîíà è îáå ÷àñòèöû ðàâíîïðàâíû, òî åñòü óíèõ îäèíàêîâûå èìïóëüñû è ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ, òàê ÷òî s0 = 0, s00 =

√
2q. Ïîýòîìó ñèñòåìå öåíòðàìàññ îòâå÷àþò çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòèê ÷àñòèö

γ0
+ = γ0

− = γ, z0
+ = z0

− = z =
√

γ2 − 1, ζ0 = −1, β =
z

γ
, (16)è �îòîíîâ

x0
1 = x0

2 = γ, µ0 = −1. (17)Èç ðàâåíñòâ (5) è (17) ñëåäóåò, ÷òî
2γ2 = q, γ =

√

q/2, z =
√

q/2 − 1. (18)Îáîçíà÷èì êîñèíóñ óãëà ìåæäó èìïóëüñàìè ïîçèòðîíà è îäíîãî èç �îòîíîâ (áåç èíäåêñà) â ñèñòåìå öåíòðàìàññ ÷åðåç η è ââåäåì íåêîòîðûé àçèìóò ψ. Òîãäà äëÿ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé èìïóëüñîâ �îòîíîâ è ÷àñòèö(8) â ýòîé ñèñòåìå ïîëó÷èì
ξ = γ (γ − zη) , ξ1 = γ (γ + zη) . (19)Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå �îòîíîâ èíâàðèàíòíû êàê ñàìî îòíîøåíèå d3x/x = xdxd2ω, òàê è åãî ÷àñòè, àèìåííî dx/x è ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè íà ñ�åðå ðàäèóñà x, ò. å. x2d2ω. Ýòîò èíâàðèàíò x2d2ω ïðè ïåðåõîäå âñèñòåìó öåíòðà ìàññ ïðåîáðàçóåòñÿ â γ2dηdψ. Â ýòîì âûðàæåíèè îò ïåðåìåííîé η ìîæíî ïåðåéòè ê ïåðåìåííîé

ξ, òàê êàê dξ = −γzdη. Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò ïëîùàäè íà ñ�åðå ðàäèóñà, ðàâíîãî èìïóëüñó îñíîâíîãî �îòîíà,ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â èíâàðèàíòíûõ êîîðäèíàòàõ ξ (èëè η) è ψ â âèäå γ2dηdψ èëè dψdξ/β, ãäå β = z/γ �áåçðàçìåðíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ.4. Äè��åðåíöèàëüíûå ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ. Ìåòîäàìè êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè ïîêàçûâàåòñÿ (ñì. [6℄), ÷òîèíâàðèàíòíîå äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå äâóõ�îòîííîé àííèãèëÿöèè â ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà îïðåäå-ëÿåòñÿ �îðìóëîé, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â àëüòåðíàòèâíûõ âèäàõ:
σann =

r2e
2

F

4γ3z
=
r2e
2

(1 − β2)2

4β
F =

r2e
2

F

q3/2
√
q − 2

. (20)97



Çäåñü re � êëàññè÷åñêèé ðàäèóñ ýëåêòðîíà, ñèììåòðè÷íàÿ �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ
F = F (ξ, ξ1) =

ξ

ξ1
+
ξ1
ξ

+ 2

(

1

ξ
+

1

ξ1

)

−
(

1

ξ
+

1

ξ1

)2

, (21)à èíâàðèàíòíûå âåëè÷èíû ξ, ξ1, q, γ, z è β áûëè îïðåäåëåíû âûøå. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (21) âûðàæåíèé äëÿ ξè ξ1 èç (19) ïîëó÷èì âûðàæåíèå F ÷åðåç ïåðåìåííûå β è η:
F = 2

1 − β4η4 + 2(1 − β2)(1 − β2η2) − 2(1 − β2)2

(1 − β2η2)2
. (22)Äè��åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ ïàð îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òî îíî îòëè÷àåòñÿ îò (20) íà ìíîæèòåëü β2[6℄:

σbth = β2σann =
r2e
2

β

4γ4
F. (23)5. Ïîëíûå ñå÷åíèÿ ïðîöåññîâ. Ïîëíîå ñå÷åíèå àííèãèëÿöèè ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû îïðåäåëÿåòñÿ �îð-ìóëîé

σ0
ann =

r2e
4

1

vrz−z+

∫

d3x

x

d3x1

x1
δ(z− + z+ − x− x1)F (ξ, ξ1). (24)Çäåñü áåçðàçìåðíàÿ îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö ñîãëàñíî �îðìóëå (I.63) vr =

√

1 − 1/(z−z+)2, òàê ÷òî
vrz−z+ =

√

(z−z+)2 − 1 =
√

(q − 1)2 − 1 =
√

q(q − 2) = 2zγ = 2βγ2. (25)Ýòîò ìíîæèòåëü ó÷èòûâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñå÷åíèå ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà ïîòîê ÷àñòèö.Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëÿåòñÿ ýòî ñå÷åíèå. Ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà ïî ~x1 ïðåîáðàçîâàíèå äåëüòà-�óíêöèè ïðî-èçâîäèòñÿ òàê:
δ(s0 − x− |~s− ~x|) = δ

(

s20 + x2 − 2s0x− s2 − x2 + 2~s~x

2x1

)

= (26)
= x1δ(q − s x)=

xx1

q
δ

(

x− q

s0−s cos θ

)

=
xx1

2γ2
δ

(

x− q

s0−s cos θ

)

.Ïîäñòàâèâ (25) è (26) â (24), âûðàçèì ïîëíîå ñå÷åíèå ÷åðåç äè��åðåíöèàëüíîå (20):
σ0

ann =
r2e
2

1

8βγ4

∫

x2d2ωF =
1

2

∫

x2d2ωσann. (27)Ìíîæèòåëü 1/2 ââåäåí äëÿ òîãî, ÷òîáû ââèäó òîæäåñòâåííîñòè àííèãèëÿöèîííûõ �îòîíîâ íå ó÷èòûâàòü èõäâàæäû.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ àííèãèëÿöèè (24) óäîáíåå ïðîèçâîäèòü èíòåãðè-ðîâàíèå íå ïî íàïðàâëåíèÿì èìïóëüñà �îòîíà, à â èíâàðèàíòíûõ ïåðåìåííûõ η è ψ, îïðåäåëåííûõ âûøå. Äëÿýòîãî íàäî âìåñòî x2d2ω ïîäñòàâèòü γ2dηdψ. Ïîñêîëüêó îñíîâíîé ìíîæèòåëü ñå÷åíèÿ � �óíêöèÿ F � îò óãëà
ψ íå çàâèñèò, èíòåãðàë ïî ýòîé ïåðåìåííîé ìîæíî çàìåíèòü íà 2π.Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ïîëíîãî ñå÷åíèÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ èíòåãðàëà

F0(β) =

1
∫

0

Fdη = 2[(3 − β4)a(β) − 2 + β2], a(β) =
1

2β
ln

1 + β

1 − β
. (28)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ [6℄, êîòîðîå ìû ïðåäñòàâèì â âèäå

σ0
ann = πr2esann(β), sann(β) =

1 − β2

4β
F0(β) =

(3 − β4)a(β) − (2 − β2)

2βγ2
. (29)Ïîëíîå ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ ïàðû îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî (24) ñ î÷åâèäíûìè çàìåíàìè õàðàêòåðèñòèê ÷àñòèöè �îòîíîâ:

σ0
bth =

r2e
2xx1

∫

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ(z− + z+ − x− x1)F =
r2e
2q

∫

d3z−
γ−γ+

δ(γ+ − s0 + γ−)F. (30)98



Ìíîæèòåëü xx1 = q ââîäèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü, ÷òî ñå÷åíèå ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà ïîòîê �îòîíîâ. Äî-ïîëíèòåëüíàÿ äâîéêà â çíàìåíàòåëå íå ââîäèòñÿ, òàê êàê ðîæäàþòñÿ íå òîæäåñòâåííûå ÷àñòèöû. Ïðè ïåðå-õîäå ê ïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ â (30) âçÿò èíòåãðàë ïî ~z+, òàê ÷òî âìåñòî ýòîãî âåêòîðà íàäî ïîäñòàâèòü
~z+ = ~s − ~z− = ~x + ~x1 − ~z−. Ñòîÿùåå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â óêàçàííîì âûðàæåíèè ïðîèçâåäåíèå ïðåîáðàçóåìñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà äîìíîæèì àðãóìåíò δ��óíêöèè íà γ+ + s0 − γ− = 2γ+ = 2

√

(~s− ~z−)2 + 1, çàòåìñäåëàåì àðãóìåíòîì åå cos θ−:
d3z−
γ−γ+

δ

(

1 + s2 + z2
− − 2~s~z− − γ2

− − s20 + 2s0γ−
2γ+

)

=
d3z−
γ−

δ(sz− − q) = sin θ−dθ−δ

(

cos θ− − s0γ− − q

sz−

)

dγ−
s

dϕ.(31)Ïîäñòàâèâ ðåçóëüòàò â (30) è âçÿâ èíòåãðàë ïî θ−, ïîëó÷èì
σ0

bth =
r2e
2qs

∫

Fdγ−dϕ. (32)�àññ÷èòûâàòü ïîëíîå ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ ïàð çàíîâî íå íàäî, òàê êàê îíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñå÷åíèå àííèãè-ëÿöèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (23) è ïîäñòàâëÿÿ dγ−dϕ = (sβ/2)dηdψ, ïîëó÷àåì èç (32) [6℄
σ0

bth = γ2

∫

σbthdηdψ =
πr2e
4

β

γ2

1
∫

−1

Fdη = 2β2σ0
ann. (33)

1.0

2

0

1

3

4

5
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sann(β)

sbth(β)

β�èñ. 2. Ïîëíûå ñå÷åíèÿ àííèãèëÿöèè è ðîæäåíèÿ ïàðû.Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ãðà�èêè ïîëíûõ ñå÷åíèé àííèãèëÿöèè è ðîæäåíèÿ ïàð. Ïåðâîå èç íèõ îáðàùàåòñÿâ áåñêîíå÷íîñòü ïðè β → 0 êàê 1/(2β), ÷òî îòðàæàåò áîëüø�óþ âåðîÿòíîñòü àííèãèëÿöèè ïîêîÿùèõñÿ äðóãîòíîñèòåëüíî äðóãà ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà. Îáà ñå÷åíèÿ èìåþò áåñêîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ ïðè β = 1.6. Ñðåäíèå ñòåïåíè ÷àñòîòû �îòîíîâ. Îïðåäåëèì ñðåäíþþ ñòåïåíü ÷àñòîòû èçëó÷àåìîãî �îòîíà ïðè àí-íèãèëÿöèè ýëåêòðîí-ïîçèòðîííîé ïàðû ðàâåíñòâîì
xlsann(β) =

1

16πγ3z

∫

Fxl+2d2ω. (34)Âû÷èñëåíèå ïðîùå âñåãî ïðîèçâåñòè â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ïî óãëàì â ñèñòåìå àííèãèëÿöèîííîãî áàçèñà, ò. å.ïî η è ψ, çàìåíèâ ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû ïî ïðàâèëó x2d2ω→γ2dηdψ. Ïðè ýòîìíàäî ñäåëàòü çàìåíû óãëîâ, âûðàçèâ èõ ÷åðåç η è ψ. ×åðåç òå æå ïåðåìåííûå âûðàæàþòñÿ è ÷àñòîòû �îòîíîâ.Èíâàðèàíòíîå ñå÷åíèå ïðîöåññà (20) òîæå ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé η è íå çàâèñèò îò àçèìóòà ψ.Òåïåðü ïðîñòî âû÷èñëÿþòñÿ èíòåãðàëû â (34), òàê êàê îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìîìåíòû �óíêöèè F ïî η.�àññìîòðèì çíà÷åíèÿ l = 0, 1, 2. Íàðÿäó ñ (28) íàì ïîíàäîáèòñÿ åùå îäèí èíòåãðàë
F2(β) =

1
∫

0

Fη2dη =
2

β2

[

(

5 − 4β2 + β4
)

a(β) − 5 +
8

3
β2

]

. (35)Ïðè l = 0 íàõîäèì óæå èçâåñòíóþ �îðìóëó sann(β) =
F0(β)

4βγ2
. Âåëè÷èíà ñðåäíåé ÷àñòîòû îêàçûâàåòñÿ òðèâè-àëüíîé: xsann(β) =

s0
2
sann(β), ò. å. x = x1 = s0/2, òàê êàê àííèãèëÿöèîííûå �îòîíû ðàâíîïðàâíû.99



Ñðåäíèé êâàäðàò ÷àñòîòû
x2sann(β) =

1

4

[(

s20 +
s2

2
sin2 ǫp

)

sann(β) +
s2

4γz

(

cos2 ǫp − 1

2
sin2 ǫp

)

F2(β)

]

, (36)ãäå ǫp � óãîë ìåæäó âåêòîðîì ~s è èìïóëüñîì ýëåêòðîíà â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ.Äâå ïîñëåäíèå �îðìóëû äàþò âîçìîæíîñòü íàéòè äèñïåðñèþ ÷àñòîò àííèãèëÿöèîííûõ �îòîíîâ
Dx = Dx1 =

s2

8

[

sin2 ǫp + (2 − 3 sin2 ǫp)
F2(β)

F0(β)

]

. (37)Äèñïåðñèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó äëèíû ñóììû èìïóëüñîâ àííèãèëèðóþùèõ ÷àñòèö. Ïðè àííèãèëÿöèèíåïîäâèæíûõ ÷àñòèö îíà ðàâíà íóëþ, òàê êàê ÷àñòîòû �îòîíîâ â ýòîì ñëó÷àå òî÷íî ðàâíû ýíåðãèè ïîêîÿýëåêòðîíà. � 2. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ �îòîíîâïðè ïðîöåññàõ ñ ïàðàìè1. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ýòîé ãëàâå áóäåì èñïîëüçîâàòü, â îáùåì, òå æå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîèìïóëüñàì ÷àñòèö è �îòîíîâ, ÷òî è â ïðåäûäóùåé. Îäíàêî, çäåñü äîïóñòèì, ÷òî ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûé ãàçìîæåò áûòü âûðîæäåííûì. Òîãäà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö óäîáíåå õàðàêòåðèçîâàòü, êàê è �îòîíû, ñðåäíèìè÷èñëàìè çàïîëíåíèÿ èõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ ñðåäíèõ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ îáû÷íûå óñëîâèÿ íîðìèðîâêè,êîòîðûå â áåçðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ è â ñîïóòñòâóþùèõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà êàæäîãî èç ãàçîâ, ãäå ñðåäíèéèìïóëüñ ÷àñòèö ýòèõ ãàçîâ ðàâåí íóëþ, çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
2

λ3
C

∫

n∓(~z)d3z = n0
∓,

2

λ3
C

∫

n(~x)d3x = n0. (38)Çäåñü λC = h/mc � êîìïòîíîâñêàÿ äëèíà âîëíû. ×åðåç n0
∓ è n0 îáîçíà÷åíû êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö è �îòîíîâ âñîïóòñòâóþùèõ ñèñòåìàõ. Ýòè ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü çàäàíû èëè îïðåäåëÿòüñÿ èç êàêèõ-ëèáî óñëîâèéâ çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è. Åñëè ïðèíÿòü ðåëÿòèâèñòñêóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó åäèíèö (�ÊÑÅ), â êîòîðîé m = c =

~ = 1, òî ñëåäóåò ïîëîæèòü λC = 2π.2. Ôîðìóëèðîâêà êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. ßâíî ðåëÿòèâèñòñêè êîâàðèàíòíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ�îòîíîâ, â êîòîðîì ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî äâóõ�îòîííûå àííèãèëÿöèè è ðîæäåíèÿ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûõ ïàð,â ðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
k∇n(~k) =

r2e
2

2m2c2

h3

∫

d3k1

k1

d3p−
p0−

d3p+

p0+
δ(p− + p

+
− k − k1)F (ξ, ξ1)× (39)

× {n−(~p−)n+(~p+)[1 + n(~k)][1 + n(~k1)] − n(~k)n(~k1)[1 − n−(~p−)][1 − n+(~p+)]}.Íàëè÷èå δ-�óíêöèè îòðàæàåò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Âåëè÷èíà F îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (21).Â (39) ïðèíÿòî âî âíèìàíèå, ÷òî ñðåäíèå ÷èñëà çàïîëíåíèÿ �îòîííûõ ñîñòîÿíèé ìîãóò áûòü íå ìàëû, ò. å. �î-òîííûé ãàç ìîæåò áûòü âûðîæäåí. Äîïóñêàåòñÿ âûðîæäåíèå è ãàçîâ ÷àñòèö. Ïîýòîìó â êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèåââåäåíû ìíîæèòåëè, ó÷èòûâàþùèå ïðèíöèï Ïàóëè äëÿ ÷àñòèö-�åðìèîíîâ è ïðèíöèï âûíóæäåííûõ ïåðåõîäîâäëÿ �îòîíîâ, êàê áîçîíîâ. Êàê âñåãäà â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ, ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòûðåõ �óíêöèé â �èãóðíûõ ñêîáêàõâ (39) âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ.Âïðåäü èñïîëüçóåì òîëüêî áåçðàçìåðíûå îáîçíà÷åíèÿ âåëè÷èí. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â áåçðàçìåðíîì âèäåâ �ÊÑÅ èìååò âèä
x∇n(~x) = De

∫

d3x1

x1

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ(z− + z+ − x− x1)F (ξ, ξ1)× (40)
× {n−(~z−)n+(~z+)[1 + n(~x)][1 + n(~x1)] − n(~x)n(~x1)[1 − n−(~z−)][1 − n+(~z+)]}.Çäåñü De = r2e/λ

3
C.Èç êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûòåêàþò ðàâíîâåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö è �îòîíîâ ïðè óñëîâèè ðàâíî-âåñèÿ ïðîöåññîâ àííèãèëÿöèè è ðîæäåíèÿ ïàð. Ïðè ýòîì óñëîâèè âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â �èãóðíûõ ñêîáêàõ â(40), ðàâíî íóëþ. Ýòî ðàâåíñòâî äîëæíî áûòü ñëåäñòâèåì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Ïðè ýòîì â ðàâíîâåñíûå ðàñïðå-äåëåíèÿ äîëæíû âõîäèòü åäèíàÿ òåìïåðàòóðà T , åäèíàÿ ñêîðîñòü îòíîñèòåëüíî îáùåé ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû100



îòñ÷åòà ~v è ñîáëþäàòüñÿ áàëàíñ ÷èñëà ÷àñòèö (ñîõðàíåíèå çàðÿäà è �äâóõ�îòîííîñòü� ïðîöåññîâ). Ñëåäîâàòåëü-íî, â ðàâíîâåñèè âûïîëíÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ôåðìè�Äèðàêà äëÿ ÷àñòèö è ðàñïðåäåëåíèå Áîçå�Ýéíøòåéíàäëÿ �îòîíîâ. Â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå
n±(~z±) =

1

ey(γ±+µ±) + 1
, n(~x) =

1

ey(x+µγ) − 1
, (41)ãäå ïî-ïðåæíåìó y = mc2/kBT , à −µ± è −µγ � áåçðàçìåðíûå (â åäèíèöàõ mc2) õèìè÷åñêèå ïîòåöèàëû ÷àñòèöè �îòîíîâ. Ïðè ýòîì ìåæäó õèìè÷åñêèìè ïîòåíöèàëàìè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå µ− + µ+ = 2µγ .Åñëè ãàçû íå âûðîæäåíû, òî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö â ñîïóòñòâóþùèõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ïåðåõîäÿò â ðå-ëÿòèâèñòñêèå ìàêñâåëëîâñêèå, à õèìè÷åñêèå ïîòåíöèàëû ïðÿìî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîíöåíòðàöèè, òàê ÷òî âñîïóòñòâóþùèõ ñèñòåìàõ

n±(~z) = C±e
−yγ , C± = e−yµ± = n0

±
λ3

Cy

8πK2(y)
, (42)ãäå K2(y) � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà. Â ñëó÷àå �îòîíîâ íàäî ïåðåéòè ê ïðåäåëó íóëåâîé ìàññû ïîêîÿ, òîãäà γçàìåíèòñÿ íà x, àK2(y) íà 2/y2 è �îðìóëà (42) ïåðåéäåò â �îðìóëó n(x) = e−y(x+µγ), ïîõîæóþ íà �îðìóëó Âèíà,íî ñ âîçìîæíûì äîïîëíèòåëüíûì ìíîæèòåëåì, ñîäåðæàùèì õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Åñëè ïðè ýòîì õèìè÷åñêèéïîòåíöèàë �îòîíîâ ðàâåí íóëþ, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ òî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå Âèíà, à ïðîèçâåäåíèå C−C+ = 1.3. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â �îðìå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ïîäåëèâ �ÊÓ (40) íà ÷àñòîòó �îòîíàè ñîêðàòèâ ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòûðåõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäñòàâèì åãî â âèäå, îáû÷íîì äëÿ óðàâíåíèÿïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Çàïèøåì è åãî â áåçðàçìåðíûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

(

∂

∂t
+ ~ω~∇

)

n(~x) = −n(~x)(αγ − α− − α+) + ε[1 + n(~x)] + ε∗. (43)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â �ÊÓ:
αγ(~x) =

De

x

∫

d3x1

x1
n(~x1)

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗F (ξ, ξ1), (44)
α∓(~x) =

De

x

∫

d3x1

x1
n(~x1)

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗F (ξ, ξ1)n∓(~z∓), (45)
ε(~x)=

De

x

∫

d3x1

x1

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗F (ξ, ξ1)n−(~z−)n+(~z+), (46)
ε∗(~x)=

De

x

∫

d3x1

x1
n(~x1)

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗F (ξ, ξ1)n−(~z−)n+(~z+). (47)Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè äåëüòà-�óíêöèÿ, îòðàùàþùàÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, îáîçíà÷åíà δ∗ = δ(z− + z+ − x − x1)ñîêðàùåííî. Âñå ââåäåííûå èíòåãðàëû èìåþò ðàçìåðíîñòü îáðàòíîé äëèíû. Èíòåãðàëû (44)�(45) îïðåäåëÿþòïîãëîùåíèå �îòîíîâ, äâà ïîñëåäíèõ � èçëó÷åíèå.Åñëè óìíîæèòü óðàâíåíèå (43) íà d3x è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî èìïóëüñàì �îòîíîâ, òî ïîëó÷èòñÿ ñîîòíîøåíèå,ïðåäñòàâëÿþùåå ïåðâûé ìîìåíò óðàâíåíèÿ:
∇
∫

xn(~x)
d3x

x
= −

∫

d3xn(~x)[αγ(~x) − α−(~x) − α+(~x)] +

∫

d3x{ε(~x)[1 + n(~x)] + ε∗(~x)}. (48)�àññìîòðèì ïî î÷åðåäè ÷àñòè óðàâíåíèÿ (43).4. Ïîãëîùåíèå. Óñòàíîâèì ñâÿçü ââåäåííûõ êîý��èöèåíòîâ ñ ñå÷åíèÿìè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññîâ. Íà÷-íåì ñ òðåõ êîý��èöèåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðîæäåíèåì ïàð. Ïåðåïèøåì îïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòà ñïîíòàííîãîïîãëîùåíèÿ ÷åðåç ïîëíîå ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ ïàð (33):
αγ =

2

λ3
Cx

∫

d3x1

x1
n(~x1)qσ

0
bth(β). (49)Ìíîæèòåëü q = xx1 = xx1(1−µ) ââîäèòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü, ÷òî ñå÷åíèå ðàññ÷èòûâàåòñÿ íà ïîòîê �îòîíîâ,ïðè ýòîì â (49) ñîêðàùàþòñÿ ýíåðãèè �îòîíîâ, ò. å. x è x1. Âåëè÷èíà q = 2γ2, ãäå γ � îáùåå çíà÷åíèå ýíåðãèé÷àñòèö è �îòîíîâ â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ ÷àñòèö, â êîòîðîé ýëåêòðîí è ïîçèòðîí, êàê è �îòîíû, äâèæóòñÿ âïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Âåëè÷èíà β, ÿâëÿþùàÿñÿ �îðìàëüíûì àðãóìåíòîì ñå÷åíèÿ, � ñîîòâåòñòâóþùàÿñêîðîñòü β = z/γ =

√

γ2 − 1/γ. 101



Äâà äðóãèõ êîý��èöèåíòà α∓, ñòîÿùèõ â ñëàãàåìîì ïîãëîùåíèÿ, íî ñî çíàêîì ìèíóñ, âûðàçèì ÷åðåç äè�-�åðåíöèàëüíîå ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ ïàðû:
α∓ =

1

x

2

λ3
C

∫

d3x1

x1
n(~x1)

dϕdγ−
s

4γ5

z
σbthn∓(~z∓) =

1

x

4

λ3
C

∫

d3x1

x1
n(~x1)γ

4dηdψσbthn∓(~z∓). (50)Çäåñü σbth, çàâèñÿùåå îò β è η, ïîäñòàâëåíî â ñîãëàñèè ñ âûðàæåíèåì äëÿ ýòîãî ñå÷åíèÿ (23).5. Èçëó÷åíèå. Íà÷íåì ñ èíòåãðàëà îò êîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿ ïî èìïóëüñàì èçëó÷àåìûõ �îòîíîâ. Ýòîò èí-òåãðàë âõîäèò â ñîîòíîøåíèå (48). Èñõîäÿ èç (46) è âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëíîãî ñå÷åíèÿ àííèãèëÿöèè (29), íàõîäèì
ε0 =

∫

ε(~x)d3x =
r2e
2

2

λ3
C

∫

d3x

x

d3x1

x1

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗Fn−(~z−)n+(~z+) =
4

λ3
C

∫

d3z−
γ−

d3z+
γ+

n−(~z−)n+(~z+)vrz−z+σ
0
ann(β).(51)Çäåñü èñïîëüçîâàíî òî æå îáîçíà÷åíèå δ∗, ÷òî è â �îðìóëàõ (44)�(47), vr � áåçðàçìåðíàÿ è èíâàðèàíòíàÿîòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèö, òàê ÷òî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà (25). Ïðè ýòîì íàäî ñ÷èòàòü, ÷òî q = 1 + z−z+.Ìíîæèòåëü (25), êàê è xx1 â ñëó÷àå ðîæäåíèÿ ïàð, ó÷èòûâàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñå÷åíèå ðàññ÷èòûâàåòñÿíà ïîòîê ÷àñòèö.Ñàì êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ (46) íå âûðàæàåòñÿ ïðÿìî ÷åðåç ïîëíîå ñå÷åíèe àííèãèëÿöèè, òàê êàê íå ñîäåð-æèò èíòåãðàëà ïî x. Îäíàêî íàëè÷èå δ��óíêöèè ïîçâîëÿåò âçÿòü èíòåãðàëû ïî ÷åòûðåì ïåðåìåííûì. Ïðè ýòîì,õîòÿ èçëó÷åíèå ïðîèñõîäèò ïðè àííèãèëÿöèè, çàêðåïëåííûì ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñ èçëó÷àåìîãî �îòîíà. Ïîýòîìóóäîáíåå ïðîèçâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî èìïóëüñàì ÷àñòèö, à èìïóëüñû �îòîíîâ ñ÷èòàòü çàäàííûìè. Èíòåãðàëûïîëó÷àþòñÿ òàêèå æå, êàêèå âîçíèêàëè ïðè ðàññìîòðåíèè ïðîöåññà ðîæäåíèÿ ïàð, è äåëüòà-�óíêöèÿ ïðåîáðà-çóåòñÿ òàê æå, êàê â (26). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ

ε(~x) =
4

xλ3
C

∫

d3x1

x1
γ4dηdϕ0σbthn−(~z−)n+(~z+). (52)Èìïóëüñû ÷àñòèö äîëæíû áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.Êîíå÷íî, â (52) ìîæíî çàìåíèòü ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ íà ñå÷åíèå àííèãèëÿöèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ìíîæèòåëåì.Îäíàêî, ëó÷øå îñòàâèòü ñå÷åíèå ðîæäåíèÿ, òàê êàê çàêðåïëåííûìè ÿâëÿþòñÿ èìïóëüñû �îòîíîâ. Çàìåòèì, ÷òîâåëè÷èíà ε∗ íå òðåáóåò ñïåöèàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ, òàê êàê îòëè÷àåòñÿ îò (52) òîëüêî íàëè÷èåì ïîä èíòåãðàëîìäîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ n(~x1). � 3. Óñðåäíåíèå êîý��èöèåíòîâ1. Óñðåäíåíèå êîý��èöèåíòà ñïîíòàííîãî ïîãëîùåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö è �îòîíîâïî èìïóëüñàì â ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå îòñ÷åòà èçîòðîïíû, ò. å. çàâèñÿò òîëüêî îò âåëè÷èí èìïóëüñîâ, íî íå îòèõ íàïðàâëåíèé.Ïðè òàêîì ïðåäïîëîæåíèè íåò íåîáõîäèìîñòè çíàòü è çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèé âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿäëÿ êîý��èöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ è èçëó÷åíèÿ èíòåãðàëîâ. Ïîýòîìó ìû ïðîèíòåãðèðóåì ïî íàïðàâëåíèÿì â ýòèõèíòåãðàëàõ. Çàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé îò âðåìåíè è êîîðäèíàò ïî-ïðåæíåìó íå óêàçûâàåì.Íà÷íåì ñ òîãî êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñïîíòàííûì ïðîöåññîì ðîæäåíèÿ ÷àñòèö.Èñõîäèì èç ïðèâîäèâøåéñÿ âûøå �îðìóëû (44). Âû÷èñëèì ñíà÷àëà èíòåãðàë ïðè n(~x) = n(x). Îòäåëèì èíòåãðàëïî ÷àñòîòå îò èíòåãðàëîâ ïî óãëàì è âûáåðåì â êà÷åñòâå ïîëÿðíîãî óãëà óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèÿìè �îòîíîâ,êîñèíóñ êîòîðîãî µ. Ïðè ýòîì îò àçèìóòà íè÷åãî íå çàâèñèò è èíòåãðàë ïî íåìó çàìåíÿåòñÿ íà 2π. Ïðè ðîæäåíèèïàðû äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå q = xx1 = xx1(1 − µ) ≥ 2, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî

x1 è µ:
αγ(x) =

De

x
4π2

∞
∫

1/x

x1dx1n(x1)

1−2/(xx1)
∫

−1

dµ q 2β2sann(β). (53)Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå n(x1) ïëàíêîâñêîå, âèíîâñêîå èëè áîëåå îáùåå ðàñïðåäåëåíèå Áîçå�Ýéí-øòåéíà ñ ïàðàìåòðîì y = mc2/(kBT ), �óíêöèÿ αγ(x, y), êàê ìîæíî ïîêàçàòü, �àêòè÷åñêè çàâèñèò îò ÷àñòîòû÷åðåç îòíîøåíèå y/x. Ïðåäñòàâèì ýòó çàâèñèìîñòü â âèäå
αγ(x, y) = 32π2De

e−yµγ

y3
αBE

( y

x
, yµγ

)

, (54)ãäå çíà÷åíèå µγ = 0 �îðìàëüíî îòâå÷àåò ðàñïðåäåëåíèþ Ïëàíêà, à µγ = ∞ � Âèíà, ñîîòâåòñòâóþùèå �óíêöèèîáîçíà÷èì αP(z) = αBE(y/x, 0) è αW(z) = αBE(y/x,∞).102



Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ãðà�èêè ýòèõ �óíêöèé. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, ïëàíêîâñêàÿ �óíêöèÿ áîëüøå âè-íîâñêîé, αP(z) > αW(z), íî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îáíàðóæèâàåòñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ïîðÿäêà åäèíèöû.Êðèâûå ïðè êîíå÷íûõ íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ τ ðàñïîëàãàþòñÿ ìåæäó êðàéíèìè. Â íóëå ó âñåõ ýòèõ �óíêöèéáåñêîíå÷íàÿ (ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ) ïðîèçâîäíàÿ, íàïðèìåð, αW(z) ∼ (z/2) ln(1/z) ïðè z → 0. Ïðè áîëüøèõ z âñåîíè èìåþò îáùóþ àñèìïòîòèêó:
αBE(z, τ) =

∞
∑

m=1

e−(m−1)τ

m3
αW(mz) ∼ αW(z) ∼

√
πz

4
e−z. (55)
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z�èñ. 3. Ôóíêöèè αBE(z, τ ) ïðè (ñâåðõó âíèç)
τ = 0 (αP(z)), 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 1.0, 2.0,∞ (αW(z)).�èñ. 4 äàåò ïðåäñòàâëåíèå î êîý��èöèåíòå ïîãëîùåíèÿ ïðè ðîæäåíèè ïàð â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñâèíîâñêèì èçëó÷åíèåì. Èçîáðàæåíû ãðà�èêè �óíêöèè

αγ(x, y) = 32π2De
1

y3
αW(y/x) =

4

π
α2

fs

1

y3
αW(y/x). (56)â çàâèñèìîñòè îò ÷àñòîòû ïðè ðàçëè÷íûõ òåìïåðàòóðàõ T =

mc2

kBy
. Ïîâåäåíèå ýòîé �óíêöèè ïðè ìàëûõ èáîëüøèõ ÷àñòîòàõ îòðàæàåòñÿ åå àñèìïòîòèêàìè: αγ(x, y) ∼ α2

fs

1
√

πxy5
e−y/x ïðè x≪ y è αγ(x, y) ∼ 2

π
α2

fs

1

xy2
ln
y

xïðè x ≫ y. Äëÿ ïåðåâîäà êîý��èöèåíòà ê ðàçìåðíîìó âûðàæåíèþ �óíêöèþ (56) íàäî ðàçäåëèòü íà λ�C =
3.861411·10−11 ñì, à ãðà�èêè ïîäíÿòü íà 10.41. Ïîãëîùåíèå ñòàíîâèòñÿ î÷åíü ñèëüíûì ïðè ìàëûõ y, ò. å. âûñîêèõòåìïåðàòóðàõ èçëó÷åíèÿ. Ìàêñèìóìû êðèâûõ íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìîé x = 1.7y, ò. å. ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõëåã÷å ïîãëîùàþòñÿ áîëåå ìÿãêèå �îòîíû.
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lg αγ(x, y)

lg x�èñ. 4. Ôóíêöèÿ αγ(x, y) ïðè (ñâåðõó âíèç)
y = 0.001, 0.01, 0.1, 0.5, 1.0, 2.0, 5.0, 10.0, 20.0, 50.0).Âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè αγ ïîëó÷åíî â [91℄ è â íåñêîëüêî äðóãîì âèäå â [71℄. Ïðè âèíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè�îòîíîâ â [92℄ äëÿ íåå íàéäåíî ýìïèðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå.103



Íåñêîëüêî ñëîæíåå ïðîèçâîäèòñÿ óñðåäíåíèå âûíóæäåííîãî ïîãëîùåíèÿ, òàê êàê äâà êîý��èöèåíòà α∓ñîäåðæàò êàê �îòîííîå ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñàì, òàê è ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö.2. Óñðåäíåíèå èçëó÷åíèÿ. Äëÿ êîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿ èç (46) ïðè èçîòðîïíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ÷àñòèöïîëó÷àåì
ε(x) =

De

x

∫

d3x1

x1

d3z−
γ−

d3z+
γ+

δ∗Fn−(γ−)n+(γ+) =
De

x

∫

d3x1

x1

d3z−
γ−γ+

δ(γ− + γ+ − x1 − x)Fn−(γ−)n+(γ+), (57)ãäå δ∗ òî æå, ÷òî è â (44).Ñëåäóþùèé øàã � óñðåäíåíèå ïî íàïðàâëåíèÿì èìïóëüñà �îòîíà ~x1.Êîãäà ãàçû ÷àñòèö ïîä÷èíÿþòñÿ ìàêñâåëëîâñêèì çàêîíàì (42) ñ îäíîé è òîé æå òåìïåðàòóðîé, �îðìóëàäëÿ êîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿ (57) ñèëüíî óïðîùàþòñÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëå-íèé n−(γ−)n+(γ+) ïðîïîðöèîíàëüíî ýêñïîíåíòå e−y(γ−+γ+), êîòîðàÿ â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ðàâíà
e−y(x+x1) è íå çàâèñèò îò ýíåðãèé ÷àñòèö. �åçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà ñïîíòàííîãî èçëó÷å-íèÿ â åäèíèöàõ �ÊÑÅ èìååò âèä

ε(x, y) = 32π2Dee
−y(µ−+µ+) e

−yx

y3
αW(y/x), (58)

αW(y/x) � óæå óïîìèíàâøàÿñÿ �óíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çà-âèñèò òîëüêî îò îòíîøåíèÿ y/x. Îí âû÷èñëÿëñÿ â ðàáîòàõ [104℄ è [90℄.Çàìåòèì, ÷òî îòíîøåíèå êîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿ è êîý��èöèåíòà ïîãëîùåíèÿ, åñëè ÷àñòèöû èìåþò ðåëÿ-òèâèñòñêîå ìàêñâåëëîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ýíåðãèÿì, à ïîãëîùåíèå ïðîèñõîäèò íà �îòîíàõ ñ ðàñïðåäåëåíè-åì, ïðîïîðöèîíàëüíûì âèíîâñêîìó, ðàâíî e−y(x+µγ), ÷òî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ñîîòíîøåíèÿ Êèðõãî�à�Ïëàíêà èñëåäñòâèåì óñëîâèÿ äåòàëüíîãî áàëàíñà.
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lg x�èñ. 5. Áåçðàçìåðíîå îòíîøåíèå (59) ïðè (ñíèçó ââåðõ)
y = 0.001, 0.01, 0.1, 0.5, 1.0, 2.0, 5.0, 10.0, 20.0, 50.0.Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ãðà�èêè ëîãàðè�ìà êîý��èöèåíòà ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ â ðàñ÷åòå íà îäèí ýëåêòðîíè îäèí ïîçèòðîí (ñå÷åíèÿ), ò. å. îòíîøåíèÿ
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= 4πα2
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(
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y3
αW

(y

x

) (59)â çàâèñèìîñòè îò x äëÿ ðÿäà çíà÷åíèé y. �àññ÷èòûâàëîñü ïîñëåäíåå âûðàæåíèå, â êîòîðîì âñå âåëè÷èíû ïðåä-ñòàâëåíû â ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ñèñòåìå åäèíèö. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàñåëåííîñòè ÷àñòèö ðàññ÷èòàíû íåíà åäèíè÷íûé îáúåì, à íà îáúåì λ�3
C, à êîý��èöèåíò èçëó÷åíèÿ � íå íà 1 ñì, à íà åäèíèöó äëèíû â �ÊÑÅ �

λ�C, òàê ÷òî äëÿ ïåðåõîäà ê ðàçìåðíûì âåëè÷èíàì, ò. å. ê ïðåäïîñëåäíåìó âûðàæåíèþ â (59), íåîáõîäèìî âíåñòèìíîæèòåëü λ�5
C = 8.5877 · 10−53, à âñå ãðà�èêè íà ðèñ. 4 ñëåäóåò ñäâèíóòü âíèç íà 5 lgλ�C = 52.066.Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì òåìïåðàòóðû ãðà�èê êîý��èöèåíòà èçëó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ áîëåå óç-êèì, à ìàêñèìóì åãî ðàñòåò. Ëåãêî âûâåñòè, ÷òî ïðè y ≫ 1 è y ≫ x îòíîøåíèå
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e−y(x+1/x−2). (60)104



Ýòà àñèìïòîòèêà â òî÷êå x = xm =

√

1 +
1

16y2
− 1

4y
∼ 1 − 1

4y
, ñäâèãàþùåéñÿ ïðè óâåëè÷åíèè y ê 1 ñëåâà, èìååòìàêñèìóì, ðàâíûé
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4y
e−2y(

√
1+1/(16y2)−1) ∼ 8π2α2

fs

√
y, (61)ò. å. ðàñòóùèé ïðîïîðöèîíàëüíî √

y.Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ ε(x, y) ÿâëÿåòñÿ èçëó÷àòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ íå â èíòåíñèâíîñòè, à â ÷èñëàõ çàïîë-íåíèÿ è ñîäåðæèò â çíàìåíàòåëå ìíîæèòåëü x3. Åñëè íà íåãî óìíîæèòü íàøó �óíêöèþ, ãðà�èêè ïðèìóò áîëååïðèâû÷íóþ �îðìó, ãäå ìàêñèìóì èçëó÷åíèÿ ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó á�îëüøèõ ÷àñòîò. Ñòàêèì èñïðàâëåíèåì ãðà�èêè ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðèâåäåííûìè â [104, 90℄.Âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà ε∗(x, y) îòëè÷àåòñÿ îò âûðàæåíèÿ (58) äëÿ ε(x, y) òîëüêî íàëè÷èåì ïîä èíòå-ãðàëîì äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæèòåëÿ n(x1).3. Ñðåäíèå ÷àñòîòû. Â êîíöå ýòîãî ïàðàãðà�à íàéäåì ñðåäíèå ÷àñòîòû �îòîíîâ, èçëó÷àåìûõ ïðè àííèãè-ëÿöèè. Óñðåäíåíèå âåäåòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèÿì èìïóëüñîâ àííèãèëèðóþùèõ ÷àñòèö.Ñðåäíþþ l-òóþ ñòåïåíü èçëó÷àåìîé ÷àñòîòû îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì
〈xl〉ε0 = εl = 8πDe

∫

d3z−
γ−

d3z+
γ+

n−(~z−)n+(~z+)βγ2xlsann(β), (62)êóäà íàäî ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé ñòåïåíè ÷àñòîòû ïðè �èêñèðîâàííûõ èìïóëüñàõ ÷àñòèö ~z− è
~z+ (34). Âåëè÷èíà ε0 � ýòî ïðîñòî ïîëíîå èçëó÷åíèå (51). Äëÿ ñðåäíåé ÷àñòîòû (l = 1) ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòîåâûðàæåíèå, à èìåííî, x = s0/2 = (γ− + γ+)/2. Äëÿ ñðåäíåãî êâàäðàòà íàõîäèì

x2sann(β) =
1

32βγ2

[(

3s20 − 4γ2 − (γ− − γ+)2

β2

)

F0(β) +

(

3
(γ− − γ+)2

β2
− s20 + 4γ2

)

F2(β)

]

. (63)Çäåñü �óíêöèè F0(β) è F2(β) îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè (28) è (35). Îãðàíè÷èìñÿ ýòèìè çíà÷åíèÿìè l.Ïðè èçîòðîïíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ÷àñòèö
εl = 8πDe4π2π

∞
∫

0

z2
−dz−
γ−

n−(γ−)

∞
∫

0

z2
+dz+

γ+
n+(γ+)

1
∫

−1

βγ2xlsann(β)dζ. (64)Âû÷èñëèì èíòåãðàëû ïî ζ � êîñèíóñó óãëà ìåæäó èìïóëüñàìè ÷àñòèö. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòå-ãðèðîâàíèÿ:
β =

√

1 − 1

γ2
=

√

1 − 2

1 + γ+γ− − z+z−ζ
, β± = β|ζ=∓1. (65)Òîãäà

β+β−=
|γ+−γ−|

s0
=
|z2

+−z2
−|

s20
,
β−
β+

=
|z+−z−|
z++z−

, β±=
|z+±z−|

s0
, (66)ïðè÷åì dζ = −(4/z−z+)βγ4dβ è (64) ïðè l = 0 ïåðåïèñûâàåòñÿ òàê:

ε0 = 128π3De

∞
∫

1

dγ−n−(γ−)

∞
∫

1

dγ+n+(γ+)g0(β)
∣

∣

∣

β+

β−

, (67)Ôîðìóëà äëÿ ε1 îòëè÷àåòñÿ îò (67) íàëè÷èåì ïîä èíòåãðàëîì ìíîæèòåëÿ s0/2. Äëÿ l = 2 íàäî êðîìå g0(β)âû÷èñëèòü åùå 3 èíòåãðàëà, òàê êàê ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (64) �îðìóëû (63) ïîëó÷àåì (ïîäðîáíîñòè îïóñêàåì)
ε2 = 16π3De

∞
∫

1

dγ−n−(γ−)

∞
∫

1

dγ+n+(γ+)[s20g1(β) − 2g2(β) + (γ− − γ+)2g3(β)]
β+

β−
. (68)Âñå �óíêöèè g ýëåìåíòàðíû è íåîòðèöàòåëüíû:

g0(β) = β2

[(

β2γ2 +
3

2
a(β)

)

a(β) − γ2

]

, (69)
g1(β) = β2

[

(

2γ2 − 3 + 2a(β)
)

a(β) − 4

3
γ2

]

+ 5[a(β) − 1], (70)
g2(β) = β2

[

17

3
γ2 +

2

3
γ4 −

(

2γ2 + 7a(β)
)

a(β)

]

+ 10[a(β) − 1], (71)
g3(β) = 2β2

[(

γ2 + 4a(β)
)

a(β) − 2γ2
]

− 5[a(β) − 1]

(

3 +
1

β2

)

+
5

3
. (72)105



Îòíîøåíèÿ gl(β)/β2, l = 0, 1, 2, è g3(β)/β4 ïðè β → 0 ñòðåìÿòñÿ ê êîíå÷íûì ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëàì, ðàâíûìñîîòâåòñòâåííî 1/2, 4/3, 2/3 è 2/7.Âû÷èñëåíèå 〈x〉 è 〈x2〉 ïîçâîëÿåò íàéòè äèñïåðñèþ èçëó÷àåìûõ ÷àñòîò è ñëåäîâàòåëüíî øèðèíó àííèãèëÿ-öèîííîé äåòàëè.Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî ýëåêòðîííûé è ïîçèòðîííûé ãàçû èìåþò ðåëÿòèâèñòñêèå ìàêñâåëëîâñêèå ðàñïðåäåëåíèÿñ îäíîé òåìïåðàòóðîé T = mc2/(kBy), òî ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ u = s0−2 = γ−+γ+−2, v =
γ− − γ+ èíòåãðàëû εl(y) ïðèìóò âèä

ε0(y) = D(y)

∞
∫

0

e−yudu

u
∫

0

dvg0(β)
∣

∣

∣

β+

β−

, (73)
ε2(y) =

D(y)

8

∞
∫

0

e−yudu

u
∫

0

dv
[

(2 + u)2g1(β) − 2g2(β) + r20g3(β)
]

∣

∣

∣

β+

β−

, (74)ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå äëÿ êîý��èöèåíòà, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà y:
D(y) = 128π3Den

0
−n

0
+

[

ye−y

4πK2(y)

]2

. (75)Âûðàæåíèå äëÿ ε1(y) îòëè÷àåòñÿ, êàê è âûøå, îäíèì äîïîëíèòåëüíûì ìíîæèòåëåì ïîä èíòåãðàëîì, íà ýòîò ðàç
1 + u/2.Íåòðóäíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòèêè ðàññìàòðèâàåìûõ èíòåãðàëîâ ïðè òåìïåðàòóðàõ, íèçêèõ ïî ñðàâíåíèþ ñòåìïåðàòóðîé mc2/kB ≈ 6 · 109 Ê, ò. å. ïðè y ≫ 1:

ε0(y) ∼
π

4

D(y)

y3

(

1 +
15

4

1

y
− 123

32

1

y2
+

1435

128

1

y3
− 70917

2048

1

y4
+

1002669

8192

1

y5

)

, (76)
ε1(y) ∼

π

4

D(y)

y3

(

1 +
21

4

1

y
+

117

32

1

y2
+

205

128

1

y3
+

9831

8192

1

y5

)

, (77)
ε2(y) ∼

π

4

D(y)

y3

(

1 +
29

4y
+

537

32

1

y2
+

10303

896

1

y3
+

432437

14336

1

y4
+

5061483

63079

1

y5

)

. (78)Èç �îðìóë äëÿ ε0, ε1, ε2 ñëåäóþò àñèìïòîòèêè ñðåäíåé ÷àñòîòû è ñðåäíåãî êâàäðàòà ÷àñòîòû:
〈x〉 =

ε1(y)

ε0(y)
∼ 1 +

3

2

1

y
+

15

8

1

y2
− 87

8

1

y3
+

8295

128

1

y4
, (79)

〈x2〉 =
ε2(y)

ε0(y)
∼ 1 +

7

2

1

y
+

15

2

1

y2
− 1611

112

1

y3
+

3033

28

1

y4
, (80)à òàêæå äèñïåðñèè è ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíèõ ÷àñòîò (êâàäðàòíûé êîðåíü èç äèñïåðñèè):

Dx(y) = 〈x2〉 − 〈x〉2 ∼ 1

2y

(

1 +
3

y
+

195

56

1

y2
+

29

14

1

y3

)

, (81)
ς(y) =

√

〈x2〉 − 〈x〉2 ∼
√

1

2y

(

1 +
3

2

1

y
+

69

112

1

y2
+

1545

224

1

y3

)

. (82)Íà ðèñ. 6à ïðèâåäåíû ëîãàðè�ìû îòíîøåíèé εl(y)

D(y)
(ñðåäíÿÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò l = 1), à íà 6á ñðåäíÿÿ÷àñòîòà 〈x〉 �îòîíîâ, èçëó÷àåìûõ ïðè àííèãèëÿöèè ïàð, ñðåäíèé êâàäðàò è äèñïåðñèÿ ÷àñòîòû, à òàêæå ñòàíäàðò

ς â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà y. Ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû (óìåíüøåíèåì ïàðàìåòðà y) âñå ýòè âåëè÷èíû áûñòðîðàñòóò. Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ y ðàñ÷åòû è àñèìïòîòèêè ñîãëàñóþòñÿ.4. Çàìå÷àíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííûå çäåñü �îðìóëû îòíîñÿòñÿ ê äîñòàòî÷íî ýíåðãè÷íûì ÷àñòèöàì, êî-ãäà èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñâîáîäíûå, ò. å. íå èñïûòûâàþùèå êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîïðàâêè,ó÷èòûâàþùèå ýòî âçàèìîäåéñòâèå, â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíîñòü îáðàçîâàíèÿ ëåãêîãî àòîìà ïîçèòðîíèÿ, ñîñòîÿ-ùåãî èç ýëåêòðîíà è ïîçèòðîíà, ïðèâîäÿòñÿ â ìîíîãðà�èÿõ ïî êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå, íàïðèìåð, â [6, 2℄,íî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. �åêîìáèíàöèîííîå èçëó÷åíèå ïîçèòðîíèÿ çíà÷èòåëüíî áîëååñëàáîå, ÷åì àííèãèëÿöèîííîå. Äåéñòâèòåëüíî, íàèáîëüøàÿ ýíåðãèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èçëó÷åíà ïîñëå îáðà-çîâàíèè ïîçèòðîíèÿ â åãî ëèíèÿõ, ðàâíà 6.7 ýÂ, à ýíåðãèÿ �îòîíîâ, èçëó÷àåìûõ ïðè àííèãèëÿöèè ïîêîÿùåéñÿ106
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y y�èñ. 6. Âåëè÷èíû lg[εl(y)/D(y)] (l = 0, 1, 2, à) è ñðåäíèå 〈x〉, 〈x2〉, Dx(y) è ς(y) (á).ïàðû, ðàâíà ýíåðãèè ïîêîÿ ýëåêòðîíà 511.7 ýÂ. Åñëè àííèãèëèðóþùèå ÷àñòèöû äâèæóòñÿ íå ñ ðåëÿòèâèñò-ñêèìè ñêîðîñòÿìè, òî, êàê âèäíî èç àñèìïòîòèê (79)�(80), ýíåðãèÿ èñïóñêàåìûõ ïðè èõ àííèãèëÿöèè �îòîíîâíå ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ýòîé. Èçëó÷åíèå, âîçíèêàþùåå ïðè àííèãèëÿöèè ïîçèòðîíèÿ, íàáëþäàåòñÿ â ñïåêòðå�àëàêòè÷åñêîãî Öåíòðà [63℄.Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ àñèìïòîòèê, àííèãèëÿöèîííàÿ äåòàëü ïðè íåðåëÿòèâèñòñêèõ ïàðàõ ïîëó÷àåòñÿóçêîé. Îäíàêî, îíà ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ íà òåõ æå ýëåêòðîíàõ è ïîçèòðîíàõ.Çäåñü ðàññìàòðèâàëèñü äâóõ�îòîííûå ïðîöåññû ñ ýëåêòðîí-ïîçèòðîííûìè ïàðàìè. Ïðè íàëè÷èè âíåøíåãîïîëÿ, íàïðèìåð, ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âîçìîæíû è îäíî�îòîííûå ïðîöåññû, òàê êàê èçáûòî÷íûé èìïóëüñçàáèðàåò ïîëå. Îäíî�îòîííûå ïðîöåññû ñ ïàðàìè âîçìîæíû è â ïîëå èîíà. Ýòè ïðîöåññû ÿâëÿþòñÿ äðóãèìèêàíàëàìè òîé æå ñõåìû, ÷òî è òîðìîçíîå èçëó÷åíèå ýëåêòðîíà â ïîëå èîíà, ðàññìîòðåííîå â �ëàâå III. Ñîîòâåò-ñòâóþùèå äèàãðàììû Ôåéíìàíà ìîæíî ïîëó÷èòü èç äèàãðàììû íà ñòðàíèöå 37, åñëè ïåðåìåíèòü íàïðàâëåíèåâíåøíåé �îòîííîé èëè ýëåêòðîííîé ëèíèè.
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